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STRESZCZENIE

Dominowanie jest jednym z podstawowych zagadnien teorii graféw. W ramach badan ana-
lizowane sg jego nowe warianty i konteksty zastosowania. Praca ma na celu opracowanie wpro-
wadzenia teoretycznego do dwdch z nich: gry w dominowanie rzymskie oraz gry w dominowanie
rzymskie z podziatem krawedzi. Drugim celem jest stworzenie aplikacji, umozliwiajgcej wizualiza-
cje tych gier i prezentujgcej podstawowe strategie automatyczne do grania w nie.

Pierwszy z powyzszych celow zostat osiggniety poprzez przedstawienie podstawowych po-
je¢ oraz rozszerzonych dowodéw zaczerpnietych z literatury twierdzeh na temat wlasnosci gier.
Wprowadzono réwniez twierdzenia pomocnicze, ktérych dowody nie znajdujg sie w literaturze.
Stworzone zostaly takze ilustracje, utatwiajgce zrozumienie opisywanych koncepcji.

Aplikacja zostata zrealizowana w sposéb, umozliwiajacy jej rozszerzenie dla kolejnych ba-
dan nad grami w dominowanie rzymskie. Zostata ona napisana w jezyku Python z wykorzystaniem
bibliotek pygame oraz igraph. Umozliwia implementacje wtasnych strategii gry w dominowanie
rzymskie i testowanie ich w poréwnaniu z opracowanymi w ramach pracy strategiami bazowymi.

Catos¢ pracy stanowi wstep do przedstawianych zagadnien, ktéry nie wymaga wysokiego
poziomu wiedzy z zakresu teorii graféw i moze zosta¢ wykorzystana do dalszych badan nad grami
w dominowanie rzymskie lub jako materiat wspomagajgcy implementacje ich praktycznych zasto-
sowan.

Stowa kluczowe: dominowanie w grafach, gra w dominowanie rzymskie, gra w dominowanie
rzymskie z podziatem krawedzi

Dziedzina nauki i techniki, zgodnie z wymogami OECD: 1.2.a Nauka o komputerach, infor-
matyka i bioinformatyka, 2.2 Elektrotechnika, elektronika i inzynieria informatyczna (w zakresie
informatyki technicznej i telekomunikaciji)






ABSTRACT

Domination is one of the fundamental topics of graph theory. Research is developing its new
variants and application contexts. The goal of this thesis is to develop a theoretical introduction to
two of them: the Roman domination game and the Roman domination subdivision game. Another
goal is to create an application that would allow visualization of these games and present basic
automatic strategies for playing them.

The first of the above goals is achieved by presenting the basic concepts and extended
proofs of theorems on the properties of the games taken from the literature. Supporting theorems
whose proofs are not found in the literature are introduced as well. lllustrations are also created
to facilitate understanding of the concepts described.

The application was implemented in a way that makes it easy to extend it for further rese-
arch on Roman domination games. It was written in Python language using pygame and igraph
libraries. It allows implementing custom strategies for Roman domination games and testing them
against the baseline strategies developed as part of the thesis.

The thesis as a whole provides an entry point into the issues presented, which does not
require a high level of prior knowledge of graph theory, and can be used for further research into
Roman domination games or as a resource to support the implementation of their practical appli-
cations.

Keywords: domination in graphs, Roman domination game, Roman domination subdivision ga-
me
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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN | SKROTOW

V(G) zbior wierzchotkéw grafu G
E(G) zbior krawedzi grafu G
n(G) liczba wierzchotkéw grafu G
d(v) stopieh wierzchotka v
d*(v) stopien wychodzacy wierzchotka v
d—(v) stopien wchodzacy wierzchotka v
A(G) najwiekszy stopien wierzchotka w grafie G
AT(G) najwiekszy stopien wychodzacy wierzchotka w grafie G
A~ (G) najwigkszy stopien wchodzacy wierzchotka w grafie G
d(G) najmniejszy stopien wierzchotka w grafie G
7(G) moc najmniejszego pokrycia wierzchotkowego grafu G
a(G) moc najwigkszego zbioru niezaleznego grafu G

N[v] sasiedztwo domkniete wierzchotka v
D relacja dominowania

f(v) warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego dla wierzchotka v
f(V) sumaryczna warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego dla zbioru wierzchotkéw V/
fmin(v)  warto$¢ najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego dla wierzchotka v
~v(G) liczba dominowania grafu G
v2(G)  liczba 2-dominowania grafu G
v4(G) liczba gry w dominowanie grafu G
v4s(G) liczba gry w dominowanie z podziatem krawedzi grafu G
~vr(G) liczba dominowania rzymskiego grafu G
vrg(G) liczba gry w dominowanie rzymskie grafu G
Yrgs(G) liczba gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi grafu G






1. WSTEP

Dominowanie w grafach jest zagadnieniem, ktére od dawna interesuje badaczy. Jego po-
czatkdéw mozna szuka¢ w zagadkach szachowych, takich jak problem krélowych, opisywanych juz
w XIX wieku. [4] W potowie ubiegtego stulecia, wraz z rozwojem ogdlnie pojetej teorii graféw, stwo-
rzone zostato pojecie zbioru dominowania. W niedtugim czasie stato sie czescig Scistego kanonu
wiedzy w tej dziedzinie matematyki i zaczeto opisywac je w podrecznikach [13], co bez watpienia
wplyneto na poszerzenie zainteresowania tym zagadnieniem i dynamiczny rozwéj badan nad nim.

Od tamtego czasu opracowany zostat szeroki wachlarz rozwazan teoretycznych, wprowa-
dzajacy wiele wariantéw relacji dominowania i opisujacych ich wtasnosci. Dostrzezono réwniez
wiele analogii pomiedzy tym teoretycznym modelem, a rzeczywistymi problemami zwigzanymi z
rozmieszczaniem zasobdw w réznych kontekstach. [8]

Niniejsza praca skupia sie na dominowaniu rzymskim, bedacym jednym z wariantéw relaciji
dominowania, opisanym piewszy raz przez Cockayne’a i in. [6]. Rozwazania dotyczg konkretnie
dwdch rodzajow gier rozgrywanych na grafach, w ktorych obliczanie wyniku, wiec tez cel gry, jest
podyktowany relacjg dominowania rzymskiego. Sg to gra w dominowanie rzymskie [3] oraz gra w
dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi [2].

Celem pracy jest opisanie tych gier oraz przedstawienie ich podstawowych wtasnosci na
podstawie publikacji, w ktérych zostaty wprowadzone. Przedstawione sg rozszerzone definicje
poje¢ zwigzanych z dominowaniem rzymskim oraz powyzszymi grami. Przytoczone sg rowniez
twierdzenia z literatury, ktérych dowody zostaly poszerzone i zilustrowane, aby utatwié czytelniko-
wi przyswojenie wiedzy z tego zakresu.

Ponadto opracowana jest aplikacja, pozwalajgca na rozgrywanie obu tych gier pomiedzy
dwoma graczami lub przeciwko opracowanym strategiom automatycznym. Pozwala ona na wy-
znaczenie powigzanych z grami w dominowanie rzymskie wtasnosci grafow. Jest rowniez za-
projektowana w sposo6b, umozliwiajacy jej rozszerzenie o nowe strategie. Tryb testowy aplikaciji
pozwala na zestawienie ich ze sobg i poréwnanie ich efektywnosci w kazdej z gier.

W rozdziale [2] przedstawione jest wprowadzenie do zagadnienia dominowania w grafach,
wraz z definicjami podstawowych pojec¢. Nastepnie opisana jest relacja dominowania rzymskiego,
przedstawiona w kontrascie do standardowego dominowania. Zarysowany jest réwniez podsta-
wowy algorytm wyznaczania liczby dominowania rzymskiego grafu oraz wyprowadzona jest jego
ztozonos¢ obliczeniowa.

Rozdziat[3] poswiecony jest grze w dominowanie rzymskie. Na poczatku wprowadzona jest
oryginalna koncepcja gry w dominowanie oparta na standardowej relacji dominowania. Dalej opi-
sana jest gra w dominowanie rzymskie, po czym przedstawiona jest seria twierdzen o liczbie gry
w dominowanie rzymskie. Twierdzenia zostaty przytoczone z literatury, natomiast dowody zostaty
rozszerzone wzgledem oryginalnych. Celem byto bardziej kompleksowe opracowanie, pozwala-
jace czytelnikowi nieposiadajgcemu specjalistycznej wiedzy w tej dziedzinie zrozumie¢ dowody
oraz uzywane w nich koncepcje, ktérych wyttumaczenia sg czesto pomijane w publikacjach na-
ukowych. Ponadto dowody zostaty zilustrowane w sposéb wspomagajacy wizualizacje problemu.

W tym rozdziale sformutowane zostato réwniez autorskie twierdzenie oraz autorski do-
waéd lematu ktory pojawia sie w literaturze bez dotgczonego dowodu.

11



Rozdziat [4] w analogiczny spos6b wprowadza zagadnienie gry w dominowanie rzymskie
z podziatem krawedzi wraz z twierdzeniami dotyczacymi liczby gry w dominowanie rzymskie z
podziatem krawedzi. W celu udowodnienia niektérych z zalezno$ci wprowadzane sg pojecia po-
krycia wierzchotkowego, zbioru niezaleznego oraz skojarzenia i wywodzone sg twierdzenia po-
mocnicze na ich temat.

W rozdziale[5] opisano stworzong w ramach pracy aplikacje do gry w dominowanie rzymskie
i dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi. Przedstawiono jej funkcje oraz interfejs uzytkowni-
ka. Wyjasniony zostat doktadnie proces instalacji zaleznos$ci koniecznych do uruchomienia aplika-
cji, aby umozliwi¢ czytelnikowi tatwe skorzystanie z niej. Zaprezentowano réwniez projekt aplikacji
z wyrdznieniem poszczeg6inych modutéw i uzytych zewnetrznych bibliotek. Na kofcu wymieniono
i opisano dziatanie zaimplementowanych strategii automatycznych, w tym jednej strategii opraco-
wanej koncepcyjnie w ramach pracy. Nastepnie podsumowano wyniki eksperymentu, w wyniku
ktérego wyznaczono efektywne parametry dla tej strategii.

Ostatni rozdziat[6] stanowi podsumowanie obu czesci pracy. Wyszczegélnione sa cele osia-
gnigete w ramach pracy. Wskazano réwniez potencjalne obszary dla dalszego rozwoju stworzone;j
aplikacji. Na koncu przedstawiono wnioski wyptywajace z ogétu pracy.
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2. DOMINOWANIE RZYMSKIE

2.1. Dominowanie w grafach

Relacja dominowania D w grafie prostym G zachodzi pomigedzy wierzchotkami vq,v2 €
V(G), jezeli v; = vy (v1 i v2 to ten sam wierzchotek) lub {v1,v2} € E(G) (vy i v2 53 wierzchotkami
sgsiednimi).

W innym ujeciu relacja dominowania moze by¢ rozumiana jako tozsama pojeciu sasiedztwa
domknietego. Sasiedztwo domknigte wierzchotka v, oznaczane jako N|v], to zbi6r wierzchotkdw
grafu G zawierajacy wierzchotek v oraz wszystkie sgsiednie do niego wierzchotki, tj. N[v] = {v} U
{v € V(Q) : {v,u} € E(G)}. Mozna wiec powiedzie¢, ze wierzchotek v € V(G) dominuje kazdy
wierzchotek ze swojego sasiedztwa N[v] (v D Nv)).

Rys. 2.1. Czerwone wierzchotki stanowig sgsiedztwo domknigte wierzchotka wypetnionego
kolorem, czyli sg przez niego dominowane

2.1.1. Dominowanie w grafach skierowanych

Relacja dominowania w grafach skierowanych moze by¢ zdefiniowana analogicznie do tej
w grafach prostych, lecz brane pod uwage sg tylko wierzchotki sgsiadujgce poprzez tuki, wycho-
dzace z wierzchotka v.

W zwigzku z tym relacja ta nadal jest tozsama z relacja sgsiedztwa domknietego (z ang. out-
neighboorhood), ktére jednak jest zdefiniowane nieco inaczej ze wzgledu na obecnosé krawedzi
skierowanych. Sgsiedztwo domkniete wierzchotka v sklada sie z niego samego oraz wszystkich
wierzchotkdéw z nim incydentnych, tzn. takich, dla ktérych istnieje tuk, ktéry tgczy z nimi wierzcho-
tek v. Formalna definicja sgsiedztwa domknietego wierzchotka v w grafie skierowanym D bedzie
wiec wygladaé nastepujaco:

N ={v}U{ueV(D): (v,u) € E(G)}.

Podobnie jak w przypadku dominowania w grafach prostych, relacja dominowania zachodzi
pomiedzy wierzchotkiem v € V(D) a jego sasiedztwem domknigtym Nv].
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2.1.2.  Zbior dominujgcy

Zbi6r dominujgcy to taki podzbidr wierzchotkoéw grafu, ktory dominuje wszystkie wierzchotki
w tym grafie. Istotnym szczegdlnym przypadkiem jest najmniejszy zbior dominujacy, czyli taki
zbiér dominujacy, ktérego moc jest najmniejsza.

Przyjmijmy, ze dla zbioréw A, B relacja A D B oznacza, ze elementy zbioru A dominujg
wszystkie elementy zbioru B. Wtedy najmniejszy zbiér dominujgcy D grafu G jest definiowany
jako:

D CV(G), DD V(G), Va.ap vl Dl <|Al
2.1.3. Liczba dominowania

Moc najmniejszego zbioru dominujgcego w grafie G jest okreslana mianem liczby domino-
wania grafu G i oznaczana typowo symbolem ~+(G):

Y(G) = [Dimin-

2.2. Dominowanie rzymskie

Relacja dominowania rzymskiego jest wariantem klasycznej relacji dominowania w gra-
fach. Roznica polega na wprowadzeniu funkcji dominowania rzymskiego, przypisujacej kazdemu
z wierzchotkéw grafu wartosc¢:

f:V(G) —{0,1,2}.

Dziatanie relacji dominowania bedzie zalezne od wartosci nadanej wierzchotkowi:

» Wierzchotki o wartosci f(v) = 0 nie dominujg zadnego z wierzchotkow.

» Wierzchotki o wartosci f(v) = 1 dominujg tylko same siebie.

» Wierzchotki o wartosci f(v) = 2 sa w relacji dominowania z innymi wierzchotkami zgodnej
ze standardowym modelem dominowania, tj. dominujg cate swoje domkniete sgsiedztwo
(NTv)).

Dodatkowo mozna zdefiniowaé funkcje dominowania rzymskiego dla zbioru wierzchotkdw
V' odpowiadajaca sumie wartosci wszystkich zawartych w nim wierzchotkéw:

FV)y=>" f).

veV
2.2.1. Dominowanie rzymskie w grafach skierowanych

Definicja dominowania rzymskiego w grafach skierowanych nie rézni sie wiele od domino-
wania rzymskiego na grafach prostych. W tym wypadku rowniez okreslona jest funkcja f, przypi-
sujaca kazdemu z wierzchotkow grafu wartos¢ ze zbioru {0, 1, 2}. Wierzchotki, ktérym przypisano
wartosci 0, 1, majg identyczne wtasnosci do tych w grafach nieskierowanych, fj.:

« Jezeli f(v) = 0, to wierzchotek v nie dominuje zadnego wierzchotka.
« Jezeli f(v) = 1, to wierzchotek v dominuje tylko sam siebie.

Ro6znica zachodzi tylko w przypadku, gdy wierzchotkowi v przypisana jest wartos¢ 2. Wtedy

dominuje on sam siebie oraz wszystkie wierzchotki, do ktérych wychodzi od niego tuk. Jest to
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tozsame relacji standardowego dominowania w grafach skierowanych. Wierzchotek v, w ktérym
f(v) = 2, dominuje wiec cate swoje domknigte sgsiedztwo N{v].

2.2.2. Liczba dominowania rzymskiego

W przeciwienstwie do konwencjonalnej relacji dominowania pojecie zbioru dominujgcego
nie ma swojego odpowiednika w przypadku dominowania rzymskiego. Jest tak, poniewaz w re-
lacji dominowania wyr6zni¢ mozna zbior dominujacy D, czyli zbiér wierzchotkéw dominujacych
oraz zbioér wierzchotkédw dominowanych V(G) \ D. W przypadku dominowania rzymskiego nato-
miast wierzchotki mozna podzieli¢ na trzy zbiory wierzchotkéw o réznych ,rolach” wedtug liczby
przypisywanej im przez funkcje dominowania rzymskiego f, w zwigzku z czym trudno o naturalng
definicje zbioru dominujgcego rzymskiego.

Istnieje jednak odpowiednik pojecia liczby dominowania, zdefiniowany w nieco inny sposéb
niz ta dla konwencjonalnej relacji, ale bedacy jej koncepcyjnym rozszerzeniem. Liczba domino-
wania rzymskiego grafu G jest najmniejszg mozliwg wartoscig funkcji f(V(G)), gdzie V(G) jest
zbiorem wierzchotkéw G.

2.2.3. Naiwny algorytm wyznaczania liczby dominowania rzymskiego

Whioskiem z rozdziatu [2.2.2) jest, ze do znalezienia liczby dominowania rzymskiego dla
danego grafu G konieczne bedzie wyszukanie takiej funkcji f, przypisujacej wartosci jego wierz-
chotkom, dla ktérej wszystkie wierzchotki grafu beda zdominowane oraz ich sumaryczna warto$¢
bedzie najmniejsza.

Naiwna implementacja algorytmu wyznaczania liczby dominowania rzymskiego bedzie wiec
musiata przejrzeé przestrzen wszystkich mozliwych funkcji, przypisujace wartosci wierzchotkom
i dla kazdej z nich sprawdzi¢, czy wszystkie wierzchotki sg zdominowane, oraz zsumowac ich
wartosci.

Poniewaz kazdy z wierzchotkéw moze mieé przypisana jedna z trzech wartosci, moc zbioru
wszystkich funkcji dominowania rzymskiego bedzie wynosita 3"(%), gdzie n(G) oznacza liczbe
wierzchotkdéw grafu G. Sprawdzenie, czy wierzchotek grafu jest zdominowany, bedzie wymagato
w pesymistycznym przypadku rozwazenia wszystkich sgsiednich do niego wierzchotkow. W skraj-
nym przypadku jeden wierzchotek moze mie¢ maksymalnie n(G) — 1 sasiednich wierzchotkéw.

Liczba operacji w procedurze wyznaczajgcej liczby dominowania rzymskiego w grafie G
bedzie wigc ograniczona od gory przez wyrazenie:

0B n(@)- (n(G) - 1)) = 03D . n*(@)).
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3. GRA W DOMINOWANIE RZYMSKIE

3.1. Gra w dominowanie

Gra w dominowanie jest gra rozgrywana na grafie prostym G pomigdzy dwoma graczami:
Dominatorem i Psujem (z ang. avoider).

Gracze wykonuja swoje ruchy w naprzemiennych turach. Graczem zaczynajacym rozgryw-
ke jest Dominator. Ruch polega na wybraniu przez gracza jednej z nieskierowanych krawedzi
grafu (nazywanych krawedziami wolnymi) i zorientowaniu jej, czyli przeksztatceniu w krawedz
skierowang pomiedzy tymi samymi wierzchotkami w wybranym kierunku. Gra konczy sie, gdy
wszystkie krawedzie zostang zorientowane. Jej efektem jest powstanie grafu skierowanego G'.

Celem gry dla Dominatora jest takie prowadzenie rozgrywki, aby liczba dominowania w gra-
fie wynikowym (v(G’)) byta jak najmniejsza, tzn. aby najmniejsza liczba wierzchotkéw dominowata
caly graf.

Rola Psuja jest odwrotna. Ma on za zadanie zorientowac krawedzie tak, aby liczba domino-
wania otrzymanego grafu skierowanego byta jak najwieksza.

3.1.1. Liczba gry w dominowanie

Liczba gry w dominowanie to warto$¢ charakterystyczna dla grafu prostego G réwna liczbie
dominowania w wynikowym grafie skierowanym G’ po rozegraniu na grafie G gry w dominowanie
przez graczy, przy zatozeniu, ze obaj postuguja sie optymalng strategig. Jest ona oznaczana
symbolem ~,(G).

tatwo zauwazy¢, ze liczba gry w dominowanie jest zawsze okre$lona. W przypadku dostepu
do nieograniczonych zasobéw obliczeniowych przez obu graczy mozliwe jest dokonanie przez
nich przegladu cato$ci drzewa gry i okreslenie, np. z uzyciem algorytmu minimax, strategii dajacej
optymalny dla nich wynik. Tak wiec, zaktadajgc optymalnos¢ gry po obu stronach, v,(G) zawsze
bedzie konkretng wartoscig dla zadanego grafu skierowanego.

3.2. Gra w dominowanie rzymskie

Gra w dominowanie rzymskie jest odpowiednikiem gry w dominowanie dla relacji domino-
wania rzymskiego. Jej zasady sg analogiczne do pierwowzoru. Réwniez rozpoczyna sie od grafu
prostego G i jest rozgrywana pomiedzy Dominatorem i Psujem orientujgcymi naprzemiennie nie-
skierowane krawedzie w grafie. Wynikiem jej, tak jak w przypadku zwyktej gry w dominowanie,
jest graf skierowany G'.

Roznica pomiedzy grami jest konsekwencjg zmiany celu gry. Celem Dominatora nie jest
zmaksymalizowanie liczby dominowania w G’, a liczby dominowania rzymskiego. Podobnie Psuj
wykonuje podczas gry ruchy majgce na celu minimalizacje ostatecznej liczby dominowania rzym-
skiego w wynikowym grafie.

3.2.1. Liczba gry w dominowanie rzymskie

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku gry w dominowanie, gra w dominowanie rzym-
skie réwniez pozwala na wyznaczenie wartosci charakterystycznej dla grafu wejSciowego G. Jest
ona nazywana liczbg gry w dominowanie rzymskie i oznaczana symbolem vg,(G). Odpowiada
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liczbie dominowania rzymskiego wyznaczonej dla wynikowego grafu G’ przy zatozeniu, ze zarow-
no Dominator, jak i Psuj postuguja sie optymalnymi strategiami.

Uzasadnienie istnienia takiej liczby jest identyczne jak w przytoczonym powyzej rozumowa-
niu dla liczby gry w dominowanie.

3.3. Liczba gry w dominowanie rzymskie dla wybranych klas grafow

W ogdélnym przypadku ustalenie liczby gry w dominowanie rzymskie wymaga przeszukania
catego drzewa gry i znalezienia w nim optymalnej strategii obu graczy, na przyktad przy uzyciu
algorytmu minimax. Taka operacja jest kosztowna obliczeniowo ze wzgledu na swojg wykfadniczg
ztozonos¢.

Jednakze w wielu przypadkach mozliwe jest wyznaczenie zakresu albo konkretnej wartosci
liczby gry w dominowanie rzymskie, jezeli graf poczatkowy spetnia okreslone wtasnosci.

Przyktadowo, Bahremandpour i in. [3] rozdz. 3.-4.] przedstawiajg szereg ograniczen, ktérym
podlega liczba gry w dominowanie rzymskie rozgrywanej na konkretnych klasach graféw. Ponizej
przytoczono czesc¢ z ich wynikdw wraz z rozszerzonymi dowodami.

W ogélnosci wiekszo$é dowodoéw jest przeprowadzana poprzez przedstawienie konkret-
nej strategii dla Dominatora, zapewniajgcej, ze liczba gry w dominowanie rzymskie nie bedzie
wieksza od jakiego$ wyrazenia oraz strategii dla Psuja, zapewniajgcej dolne ograniczenie jej war-
tosci. W przypadku, gdy strategie obu graczy powodujg ograniczenie liczby gry w dominowanie
rzymskie od géry i od dotu przez to samo wyrazenie, to oznacza, ze przy spetnieniu zatozonych
witasno$ci moze ona zosta¢ wyznaczona dokfadnie ze statg ztozonoscia obliczeniowa.

3.3.1. Dowolny spdjny graf

Stopien wychodzacy d (v) to liczba tukéw wychodzacych z wierzchotka v. Najwiekszy sto-
pien wychodzacy wierzchotka nalezacego do grafu D jest oznaczany symbolem A (D).

Analogicznie stopien wchodzacy d—(v) to liczba tukéw wchodzacych do wierzchotka v, a
A~ (D) oznacza najwiekszy stopien wchodzgcy wierzchotka grafu D.

Lemat 3.1. [14] Liczba dominowania rzymskiego grafu skierowanego D o liczbie wierzchotkow
n > 3 wynosi vr(D) = 3 wtedy, i tylko wtedy, gdy

1. n=3o0raz AT (D) <1lub

2. AT(D)=n-2.

Dowdd. Przypadek 1.: Jezeli n = 3, to liczba dominowania rzymskiego réwna 3 jest mozliwa do
osiagnigcia tylko w dwdch przypadkach:

» Wszystkie wierzchotki majg przypisang wartos¢ réowng 1: Jezeli ktéry$ z wierzchot-
kow dominowatby dwa inne wierzchotki, to liczba dominowania rzymskiego wynositaby
2, poniewaz temu wierzchotkowi mogliby$my przypisa¢ wartos¢ funkcji dominowania
rzymskiego rowng 2, a wierzchotkom sgsiadujgcym wartos¢ 0. W zwigzku z tym war-
tos¢ wszystkich wierzchotkdw rowna 1 implikuje, ze kazdy z wierzchotkéw ma co naj-
wyzej jednego sasiada zewnetrznego, wiec AT (D) < 1.

 Wierzchotki maja odpowiednio wartosci {2, 1,0}: Jezeli wierzchotek o wartosci funkcji
dominowania rzymskiego rownej 2 bytby potaczony tukiem wychodzacym z wierzchot-
kiem o wartosci funkcji dominowania rzymskiego wynoszacej 1, to ten wierzchotek
mogtby mie¢ wartos¢ 0, wiec liczba dominowania rzymskiego wynositaby 2. Wobec
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tego wierzchotek o przypisanej warto$ci 2 moze mieé co najwyzej jednego sgsiada
(wierzchotek o przypisanej wartosci 0), co jest rbwnowazne sytuaciji opisanej powyzej.

Przypadek 2.: Jezeli n > 3, to jedyna funkcja dominowania rzymskiego, dajaca liczbe domino-
wania rzymskiego réwng 3, bedzie taka, ktéra jednemu z wierzchotkéw przypisuje wartos¢
2, jednemu warto$¢ 1, a pozostatym wartos¢ 0. Latwo zauwazy¢, ze taka sytuacja moze
mie¢ miejsce tylko, gdy jeden z wierzchotkéw dominuje samego siebie i n — 2 pozostate
wierzchotki. Wtedy wierzchotek ten przyjmuje warto$¢ 2, a niezdominowany przez niego
wierzchotek przyjmuje wartos¢ 1.

Powyzsze stwierdzenie jest rownoznaczne z At (D) =n — 2.
O

Lemat 3.2. [14] Liczba dominowania rzymskiego grafu skierowanego D, o liczbie wierzchotkéw
n > 4 wynosi yg(D) = 4 wtedy, i tylko wtedy, gdy

1. n=4iAT(D)<1lub

2. istniejg dwa wierzchotki v, u € V (D), stanowigce zbioér dominujacy grafu D lub

3. AT(D)>n-3.

Dowdéd. Przypadek 1.: W przypadku gdy n = 4, liczba dominowania rzymskiego w D moze by¢
rowna 4 w trzech przypadkach:

+ Wszystkie wierzchotki majg przypisang wartos¢ réwng 1: dzieje sie tak, kiedy zaden
z wierzchotkéw nie dominuje wiecej niz jednego wierzchotka, poniewaz gdyby ktorys
z wierzchotkédw dominowat przynajmniej dwa wierzchotki, to wierzchotek ten mogtby
przyja¢ wartos¢ 2, a wierzchotki sgsiadujace z nim zewnetrznie mogtyby przyja¢ war-
tos¢ 0, przez co vgr(D) < 3.

Innymi stowy jest to sytuacja, w ktérej najwiekszy stopien zewnetrzny wierzchotka jest
niewiekszy od 1 (A*(D) < 1).

» Dwa wierzchotki maja wartos¢ réwng 2, a pozostate majg warto$¢ réwna 0: wariant
odpowiadajgcy przypadkowi 2 (ponizej).

» Jeden z wierzchotkdbw ma przypisang warto$¢ 2, dwa majg przypisang wartos¢ réwng
1, a pozostaty wierzchotek ma przypisang wartos¢ roéwng 0: Latwo zauwazy¢, ze jezeli
wierzchotek o wartosci funkcji dominowania rzymskiego réwnej 2 dominuje tylko sa-
mego siebie i wierzchotek o przypisanej wartosci 0, to jest to przypadek réwnowazny z
opisanym wyzej przypadkiem, gdzie wszystkie wierzchotki majg przypisang wartos¢ 1
i rbwniez spetniona jest wtasno$¢ A+ (D) < 1.

Natomiast jezeli wierzchotek o wartosci funkcji dominowania rzymskiego réwnej 2 do-
minuje tylko samego siebie lub dominuje jeden z wierzchotkéw o przypisanej wartosci
1, to sumaryczna warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego moze zosta¢ zmniejszona.

Przypadek 2.: Jasne jest, ze jezeli w D wystepuja dwa wierzchotki u, v, ktére stanowig zbiér do-
minujacy dla catego grafu, to mozna przypisa¢ im warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego
réwna 2, a pozostatym wierzchotkom warto$¢ 0, poniewaz kazdy z nich jest dominowany
przez u lub v.

Przypadek 3.: Jezeli zaden z powyzszych przypadkéw nie ma zastosowania, to mozna zauwa-
zy€, ze aby liczba dominowania rzymskiego w grafie D mogta przyja¢ wartos$¢ ~vr(D),
konieczne jest wystepowanie jednego wierzchotka, ktéry bedzie dominowat przynajmniej
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n — 3 inne wierzchotki oraz samego siebie. Wynika to z koniecznosci wystepowania jednego
wierzchotka o wartosci funkcji dominowania rzymskiego réwnej 2 oraz dwéch wierzchotkow
o wartosci réwnej 1. Wierzchotek o przypisanej wartosci 2 musi dominowaé przynajmniej
wszystkie wierzchotki poza wierzchotkami o wartosci réwnej 1.

Powyzsze stwierdzenie oznacza, ze jezeli nie jest spetniony zaden z powyzszych przypad-
kéw, to graf D musi spetnia¢ wtasnos¢ A+ (D) > n — 3, zeby jego liczba dominowania
rzymskiego byta rowna 4. Warto réwniez zauwazyé, ze w przypadku gdy A+ (D) < n— 3, to
Yr(D) > 4.

O

Twierdzenie 3.3. [3] Kazdy spdjny graf G o liczbie wierzchotkdw n > 6 spetnia wtasnos$¢ yr4(G) >
4.

Dowdd. Z lematu [3.2) wiadomo, Ze dla kazdego grafu skierowanego D o n > 4 graf ten musi
by¢ zdominowany przez co najwyzej dwa wierzchotki lub jego stopien zewnetrzny musi spetniac¢
AT(D) > n — 3, aby jego liczba dominowania rzymskiego byta mniejsza lub réwna 4. O

3.3.2. Kilika

Twierdzenie 3.4. Dla kliki K3 liczba gry w dominowanie rzymskie wynosi yg4(Ks3) = 2.

Dowéd. W przypadku gry w dominowanie rzymskie na klice K3 Dominator zawsze ma do dyspo-
zycji prostg strategie, ktéra pozwala na zdominowanie catego grafu przez jeden wierzchotek, dla
ktérego funkcja dominowania rzymskiego wynosi 2.

Dominator wybiera jeden z wierzchotkow v, v2, v3 € K3 i orientuje jedna z sasiadujgcych z
nim krawedzi nieskierowanych tak, aby wychodzita od niego. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze
wybiera wierzchotek v, i orientuje krawedz v, vs.

Psuj ma wtedy mozliwo$¢ zrobienia ruchu na jednej z dwéch pozostatych krawedzi nieskie-
rowanych i kazdg z nich moze zorientowaé w jedng ze stron, wiec musi wybra¢ jeden z czterech
mozliwych ruchéw:

« ruch viv3 sprawia, ze wierzchotek v; dominuje wszystkie wierzchotki w grafie, wigc

> ) =2

veV (K3)

« ruch vzv; pozwala Dominatorowi na wykonanie ruchu vsvs, ktéry sprawia, ze v dominuje
wszystkie wierzchotki jak wyzej,

* ruchy wvyus i V305 pozostawiajg Dominatorowi ruch vivs, ktéry sprawia, ze wierzchotek v;
dominuje wszystkie wierzchotki jak wyze;.

Na tej podstawie mozna wywnioskowag, ze yr4(K3) < 2.

Jednoczes$nie tatwo zauwazy¢, ze najmniejsza sumaryczna warto$é funkcji dominowania
rzymskiego dla wszystkich wierzchotkow (ZvGV(K_g) f(v)) wynosi 2, poniewaz jedyna funkcja do-
minowania rzymskiego, ktéra nie przypisuje zadnemu z wierzchotkéw wartosci 2 to taka, ktéra
przypisuje kazdemu z trzech wierzchotkédw warto$¢ 1, z czego wynika ZUeV(Ks) flv) = 3. W
zwigzku z tym g, (K3) > 2, co w potgczeniu z powyzszym dowodzi rownosci yry(Ks) = 2. O

Lemat 3.5. [3] Dla kliki K4 zachodzi yg4(K4) < 3.
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U2 U3

Rys. 3.1. Dominator po zagraniu ruchu v1vs ma gwarancje, ze wierzchotek v; albo vs (oznaczone na
czerwono) bedzie dominowat wszystkie wierzchotki w grafie

Dowdd. Oznaczmy wierzchotki vy, vo, v3,v4 € V(K4). Dominator moze przyja¢ nastepujaca stra-
tegie: najpierw wybiera jeden z wierzchotkédw. Mozna bez straty ogélnosci rozwazy¢ wierzchotek
v1. Dominator orientuje dowolng z krawedzi sgsiadujacych z v i orientuje jg tak, aby wychodzita
z vy, Np. v1v3. Nastepnie Psuj wykonuje swoj ruch.

tatwo zauwazyé, ze po ruchu Psuja Dominator ma mozliwo$é wykonania przynajmniej
jednego z dwéch ruchow: vyvs lub vivs. W ten sposob wierzchotek v, moze przyjaé warto$é
f(v1) = 2, a dwa wierzchotki dominowane przez niego wartosci f réwne 0. W tej sytuacji pozo-
statemu wierzchotkowi mozna przypisa¢ wartosc¢ 1.

Przy uzyciu tej strategii Dominator moze zapewni¢, ze yr,(K4) bedzie zawsze nie wieksza
od 3. O

Lemat 3.6. [3] Dla kliki K4 zachodzi yg4(K4) > 3.

Dowdd. Niech Psuj gra wedtug nastepujgcej strategii: dla kazdego wierzchotka v, € V oblicz d, =
d*(v,) — d~(v,), gdzie d* oznacza stopien wychodzacy wierzchotka, a d~ stopien wchodzacy.
« Jezeli istnieje wierzchotek v; € V, dla ktdrego d; = 2, i mozliwe jest wykonanie ruchu uv;,
gdzie u € V,u # v;, to wykonaj ten ruch.
« W innym wypadku, jezeli istnieje v;, dla ktérego d; = 1, i mozliwe jest wykonanie ruchu uv;,
to wykonaj ten ruch.
+ Jezeli nie ma miejsca zadna z powyzszych sytuacji, to wykonaj dowolny ruch.

Powyzsza strategia zapewnia Dominatorowi mozliwos$¢ zorientowania przynajmniej jednej
krawedzi wchodzacej do kazdego wierzchotka, tzn. sprawia, ze zaden z wierzchotkéw nie bedzie
dominowat catego zbioru V. Wobec tego jeden wierzchotek v; € V' moze dominowac¢ co najwyze;j
dwa inne wierzchotki vo,v3 € V, witedy f(v1) = 2, f(ve2) = f(vs) = 0 oraz f(vg) = l,v4 €
V'\ {v1,v2,v3}, co dowodzi twierdzenia. O

Lemat 3.7. [5] Dla kazdej kliki K, gdzie n > 5, mozna wyznaczyé n parami roztgcznych $ciezek
diugosci 2.

Dowdéd. Niech wierzchotki beda oznaczone jako vy, v1,...,v,—1 € V(K,). Wtedy mozliwe jest
zdefiniowanie rodziny Sciezek Pk jako Px; = {V((i+1) mod n)» Vi U((i+2) mod n)}» 90dZi€  mod y
oznacza reszte z dzielenia x przez y. O

Twierdzenie 3.8. [3] Dla klik K,,, gdzie n € 4,5, liczba gry w dominowanie rzymskie wynosi
’ng(Kn) = 3.

Dowdéd. ROWNO0$E vr,(K4) = 3 jest bezposrednig konsekwencjg lematéw [3.5)i
Dowdd réwnosci vy (K5) = 3 mozna podzielic na dwa przypadki.
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Rys. 3.2. Sciezki P» w grafach K i K, skonstruowane zgodnie z metoda w Iemaciezosta%y oznaczone
kolorami

Przypadek 1. yz,(K5) > 3: W przypadku K5 mozna wykorzysta¢ zalezno$¢ udowodniong w le-
macie [3.7| i zilustrowang na rysunku Psuj moze przyja¢ nastepujaca strategie: jezel
Dominator wykona ruch na jednej z wyznaczonych $ciezek, ktéry orientuje krawedz jako
wychodzacg z centralnego ($rodkowego) wierzchotka $ciezki, to nalezy, jezeli to mozliwe,
zorientowac¢ druga krawedz $ciezki tak, zeby wchodzita do centralnego wierzchotka. W in-
nym wypadku mozna wykona¢ dowolny ruch.

W ten sposo6b kazdy z wierzchotkéw bedzie z koficem gry miat przynajmniej jeden tuk wcho-
dzacy, wiec nie bedzie mogt samodzielnie zdominowa¢ pozostatych wierzchotkéw. Stad ja-
sno wynika, ze yry(Ks) > 2 = ry(Ks) > 3.

Przypadek 2. v, (K5) < 3: Rozwazania nad tym przypadkiem mozna rozpoczg¢ od zauwazenia
nastepujgcej zaleznos$ci: oznaczmy graf powstaty w wyniku zorientowania krawedzi w K
jako G'. Jezeli dowolny wierzchotek v, € V(G’) bedzie sasiadowat z trzema wychodzacymi
tukami (czyli d*(v,) = 3), to liczba dominowania rzymskiego tego grafu bedzie wynosita co
najwyzej 3.

Jest tak, poniewaz wierzchotek v,, moze mie¢ przypisang wartos¢ f (v, ) = 2. Wierzchotki, do
ktorych wychodza jego tuki, sg wéwczas przez niego dominowane, wiec moga mie¢ wartos¢
0, a pozostaty wierzchotek moze mie¢ wartosc 1, co daje >, . f(v) = 3.

Dominator moze uzy¢ nastepujace;j strategii, aby wymusi¢ takg sytuacje: w pierwszym ruchu
nalezy zorientowa¢ dowolng krawedz viv;. Nastepnie

+ jezeli Psuj zorientuje krawedz wychodzgcg z wierzchotka vy, np. v;v3, to nalezy zo-
rientowac kolejng krawedZ wychodzacag z vy, np. vivs, co daje d*(v) = 3. (rys.
(1))

« Jezeli Psuj zorientuje krawedz wchodzacg do wierzchotka v, np. v3v7, to nalezy zo-
rientowac kolejng krawedz wychodzaca z vs, np. vsv;. W tym momencie dt(v3) = 2 i
pozostajg dwie nieskierowane krawedzie sgsiadujgce z vs, wiec w kolejnym ruchu Do-
minator ma mozliwo$c zorientowania przynajmniej jednej z nich w kierunku od v3, co
daje d*(v3) = 3. (rys.[3.3] (2))

« W innym wypadku w kolejnych ruchach Dominator moze zorientowaé przynajmniej
dwie kolejne krawedzie wychodzace z vy, co daje d* (v1) = 3. (rys.[3.3} (3))
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Rys. 3.3. Na rysunku przedstawiono strategie Dominatora, pozwalajacg uzyskac¢ d* (v) = 3. Wybrany
wariant jest zalezny od ruchéw wykonywanych przez Psuja. Ruchy ponumerowane sg wg kolejnosci
wykonania. Ruchy Dominatora oznaczono kolorem niebieskim, a ruchy Psuja kolorem

Niezaleznie od ruchéw Psuja, Dominator jest w stanie doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej
stopien wychodzacy jednego z wierzchotkéw bedzie wynosit przynajmniej 3, co implikuje,
ze liczba gry w dominowanie rzymskie na K5 zawsze bedzie wynosita co najwyzej 3.

Zbierajac powyzsze dwa przypadki mamy 3 < vry(K5) < 3 = vry(K5) = 3.
O

Zbi6r 2-dominujacy w grafie G to taki zbior D C V(G), ze kazdy wierzchotek G jest do-
minowany przez przynajmniej dwa z jego elementéw. Liczba 2-dominowania grafu oznacza moc
najmniejszego mozliwego zbioru 2-dominowania w grafie i jest oznaczana jako 2 (G).

Lemat 3.9. [1] Dla kazdego grafu prostego G zachodzi yg,(G) < 272(G).

Dowéd. Rozwazania na temat powigzania liczby gry w dominowanie rzymskie z liczbg 2-dominowania
mozna rozpocza¢ od przeanalizowania prostszego przypadku standardowej gry w dominowanie.

Niech D, bedzie zbiorem 2-dominujacym w grafie G. Wtedy kazdy z wierzchotkéw w V (G) \
D, ma przynajmniej dwa sasiadujgce wierzchotki w Ds. Niech v € V(G) \ D, di,ds € Dy i
vdy,vdy € E(Q).

Dominator moze przyja¢ nastepujaca strategie: jezeli Psuj zagra jeden z ruchéw 7171},172
to nalezy zagra¢ ruch na drugiej z tej pary krawedzi: cﬂ: lub dg_{; W innym wypadku, jezeli to
mozliwe, nalezy gra¢ ruchy taczace wierzchotek ze zbioru D, z wierzchotkiem z V(G) \ Ds.

W ten sposéb Dominator gwarantuje sobie, ze zbiér Dy bedzie zbiorem dominujgcym w
wynikowym grafie. Stad v,(G) < vg(G)ﬂ

Kolejng istotng obserwacja jest to, ze w relacji dominowania rzymskiego wierzchotki, dla
ktérych f(v) = 2 funkcjonujg analogicznie do wierzchotkéw w zwyktej relacji dominowania, tzn.
dominujg cate swoje domkniete sasiedztwo. W zwigzku z tym jezeli D jest zbiorem dominuja-
cym w grafie G, to funkcja f, przypisujgca wartoS¢ 2 wszystkim wierzchotkom w D i warto$¢
0 wszystkim pozostatym, bedzie poprawng funkcja dominowania rzymskiego w grafie G. Stad
Yrg(G) < 274(G).

Z powyzszych nierdwnosci wynika vz, (G) < 27,(G) < 272(G). O

Twierdzenie 3.10. [3] Dla kazdej kliki K, dla przy n > 6 zachodzi yr4(K;,) = 4.

Dowdd. Z lematu zachodzi wtasnos¢ v, (G) < 2v2(G). W przypadku kliki najmniejszy zbidr
2-dominujacy liczy 2 elementy, poniewaz kazdy z nich dominuje wszystkie wierzchotki, wigc razem
dominujg kazdy z wierzchotkéw dwukrotnie. Stad w przypadku Kliki yg,(K,) < 2-2 = 4.

gdzie v4(Q) jest liczba gry w dominowanie dla G
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Jednoczes$nie z twierdzenia [3.3dla spojnych graféw o liczbie wierzchotkéw n > 6 zachodzi
’ng(G) > 4.
Z powyzszego dla K,,, gdzie n > 6 mamy 4 < yry(K,) <4 = yry(K,) = 4. O

3.3.3. Gwiazda

Twierdzenie 3.11. [3] W gwiezdzie K ,,_; liczba gry w dominowanie rzymskie jest réwna [%”J .

Dowéd. Rozwazajac zagadnienie dominowania w kontekscie gwiazcﬂ mozna dostrzec, ze jest
w nich tylko jeden wierzchotek, ktéry dominuje wiecej niz dwa wierzchotki w catym grafie. Jest
to centrum gwiazdy. Fakt ten jest o tyle istotny w zagadnieniu dominowania rzymskiego, ze dla
liczby dominowania nie ma znaczenia, czy wierzchotek v dominuje pojedynczy inny wierzchotek
(f(v) =2, f(u) = 0), czy oba wierzchotki dominujg tylko same siebie (f(v) = f(u) = 1), poniewaz
ich sumaryczna wartos¢ funkcji dominowania w obu wypadkach bedzie wynosi¢ 2.

W zwigzku z tym w przypadku gwiazdy orientowanie krawedzi w kierunku centrum nie be-
dzie zmniejszato liczby dominowania. Przy zatozeniu, ze centrum bedzie miato wartos¢ funkcji
dominowania rzymskiego réwng 2, kazdy tuk zorientowany od centrum oznacza jeden pozostaty
wierzchotek, dla ktérego warto$¢ funkcji dominowania bedzie wynosi¢ 0, natomiast na kazdy tuk
skierowang do centrum bedzie przypadat wierzchotek o warto$ci funkcji dominowania réwnej 1.

Wobec tego Dominator bedzie starat sie zorientowa¢ jak najwiecej krawedzi w kierunku od
centrum, aby zmniejszy¢ liczbe dominowania, natomiast Psuj bedzie prébowat zorientowa¢ jak
najwiecej krawedzi w kierunku centrum gwiazdy.

Jako ze Dominator jest graczem rozpoczynajgcym rozgrywke, bedzie on w stanie zoriento-
waé [251| krawedzi na zewnatrz, natomiast Psuj zorientuje | 25t | krawedzi do wewnatrz. Stad

2
warto$¢ funkcji dominowania dla [ 251 | wierzchotkéw bedzie wynosita 0, dla | 27 | wierzchotkéw

bedzie wynosita 1, a dla pozostatego, centralnego wierzchotka bedzie wynosita 2.

n—1 n—1
ng(K1,n1):2+{ J-1+{ 3 W-O

=2 | =1

[\V]

3.3.4. Sciezka

Lemat 3.12. [3] Dla n € [4, 14] zachodzi ypy(P,) =n — 1 — [ 22].

Powyzszy lemat zostat udowodniony przez Bahremandpoura i in. [3] Przedstawiony tam do-
wod skiada sie z wielu poddowodéw dla poszczegdinych wartosci » i nie jest tu przytaczany ze
wzgledu na swojg objeto$¢. Jest on natomiast kluczowy dla udowodnienia ponizszego twierdze-
nia.

Twierdzenie 3.13. [3] Dla n > 4 zachodzi yry(P,) <n—1— |22 ].

Dowdd. Wierzchotki sciezki P, bedg oznaczone kolejnymi liczbami catkowitymi: v1,vs, ..., v,.

Niech w $ciezce P, wyr6znione bedg trzy czesci:
 podsciezka P, _19 zawierajgca wierzchotki vy, ..., v, _10,

2graféw dwudzielnych K ,,—1
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« podsciezka , zawierajgca wierzchotki v, _g, ..., v,_s,
* podsciezka ), zawierajgca wierzchotki v,,_4, ..., v,.
Nalezy zauwazy¢, ze przy takim podziale krawedzie v,, _19v,_g 0Oraz v,,_sv,_4 nie nalezg do
zadnej z podsciezek.

Rys. 3.4. Sciezka P, (przyktadowo zaprezentowana zostata P14) dzielona jest na podsciezki P,,—10, Q1 i
Q2. Laczace je krawedzie, nienalezgce do zadnej z podsciezek, zostaly oznaczone kolorem czerwonym

Na tej podstawie mozna wywnioskowaé, ze yr,(K3) < 2.

Podsciezki Q; i Q2 sg izomorficzne do sciezki Ps. Przy zatozeniu, ze Psuj wykonuje pierw-
szy ruch w grze w dominowanie rzymskie na $ciezce Ps;, Dominator moze przyja¢ nastepujaca
strategie:

« Jezeli Psuj wykonat ruch na jednej z krawedzi {v,v2, v4v5}, to Dominator wykonuje ruch na
drugiej z tych krawedzi w tym samym kierunkLﬂ

+ Jezeli Psuj wykonat ruch na jednej z krawedzi {vovs, v3v4 }, to Dominator wykonuje ruch na
drugiej z tych krawedzi w przeciwnym kierunku.

OO OSn©
OO0 @ @

(2)
2

Rys. 3.5. W grze w dominowanie rzymskie na $ciezce Ps przy uzyciu strategii z dowodu twierdzenia|3.13
zawsze uzyskiwany jest jeden z powyzszych rezultatéw. W wierzchotkach podano wartosci najmniejszej

funkcji dominowania rzymskiego. Mozna zauwazyé, ze w kazdym z tych przypadkéw liczba dominowania
rzymskiego wynosi 4

O ©
® ©
GO 6 6

tatwo zauwazyé, ze uzywajac tej strategii Dominator zapewnia, ze suma funkcji dominowa-
nia rzymskiego bedzie réwna 4, co zostato zilustrowane na rys. Oznacza to, ze ygy(P5) < 4.

Dowdd twierdzenia jest oparty na indukcji przy zatozeniu, ze zalezno$¢ jest spetniona dla
P, _10, czyli prawda jest, ze yry(P,—10) < n — 11 — | 221 |. Na podstawie lematu wiadomo,
ze jest tak dla n € [14, 24].

Niech Dominator przyjmie strategieg:

31j. jezeli Psuj wykonat ruch w;v;1 1, to Dominator powinien wykonaé ruch ViU 1



 Dopoki Psuj wykonuije ruchy na podsciezce P, _1q, to Dominator gra na niej optymalng stra-
tegia.
+ Jezeli Psuj wykona ruch na podsciezce @; lub @5, to Dominator wykonuje na niej ruch
zgodnie z przedstawiong powyzej strategig dla Ps.
« Jezeli Psujwykona ruch na jednej ze $ciezek taczacych podsciezki ({vn—10vn—9, Vn—5Un_41}),
to Dominator wykonuje na drugiej z nich ruch w dowolnym kierunku.
Liczba dominowania catego grafu jest nie wigksza od sumy liczb dominowania podscie-
zek, poniewaz potaczenie dwoch podsciezek w wynikowym grafie nie sprawia, ze ktérykolwiek z
wierzchotkdw nie jest dominowany.
Wobec tego

Yrg(Pn) < Yr(Py_10) + 7r(Q1) +Y7r(QY)
n—14

<n—11—{

=]

gdzie P! _,,, @}, Q) to grafy skierowane powstate po zakonczeniu gry w dominowanie rzym-

J+4—|—4

skie na odpowiednio P,, 19, @1 Oraz Q-. O

3.3.5. Podwdjna gwiazda

Podwojna gwiazda jest grafem powstatym z potgczenia centréw dwoch gwiazd. Oznaczana
jest jako DS, , co jest interpretowane jako grafy K, i K1 4, ktérych srodkowe wierzchotki zostaty
potgczone krawedzig. Warto zauwazy¢, ze grafy DS, , oraz DS, ,, sg izomorficzne.

@
O-PH—CLO
3 oe

Rys. 3.6. Podwdjna gwiazda DSs3 5 = DSs 3 ze sktadowymi klikami oznaczonymi roznymi kolorami

Twierdzenie 3.14. [3] W podwdjnej gwiezdzie DS, 4, gdzie ¢ > 2, zachodzi ygy(DS1,4) = 24| 2.

Dowdd. Wiadomo ze n = g + 3, poniewaz liczba wierzchotkdw jest réwna liczbie lisci w wigkszej
sktadowej wraz z jej centrum i dwoma wierzchotkami stanowigcymi drugg sktadowa. Stad ¢ =
n — 3.
Niech centrum mniejszej sktadowej bedzie oznaczone jako vy, a jej li$¢ jako v;. Dodatkowo
niech centrum wigkszej sktadowej bedzie oznaczone jako ug, a jej lidcie jako uq, .. ., u,.
Dominator moze przyja¢ strategie, polegajaca na orientowaniu, dopéki to mozliwe, krawedzi
pomiedzy {uo} a {vo,u1,...,uqs} W kierunku na zewnatrz od u,. Z uwagi na to, ze wykonuje
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pierwszy ruch w grze, bedzie w stanie zorientowa¢ w ten sposéb przynajmniej (%W krawedzi.
Jezeli wiec f(ug) = 2, to dla wszystkich wierzchotkéw, do ktérych zostaty skierowane krawedzie,
najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego bedzie wynosic¢ 0.

Jednoczes$nie co najwyzej L%lj krawedzi bedzie skierowanych z {vg, u1, ..., us} do {uo}
i, co za tym idzie, najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego dla ich wierzchotkéw zrédtowych
bedzie wynosi¢ 1. Dodatkowo f(v;) = 1.

Sumarycznie przy tej strategii najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego przyjmuje war-
tos¢:

mem(Dqu)<2+qq;rlJ +1> 1+ [‘Hﬂ 0=3+ VHJ

2 2
co wyrazone jako funkcja liczby wierzchotkéw daje:

S fun(DS14) <3+ V;ﬂ —94 LgJ .

Stad yrg(DS1,4) <2+ | 5.

Psuj moze zastosowa¢ podobng strategie, polegajaca na orientowaniu krawedzi z {vo, u1, ..., uq}
do {uo}, dopoki ma takg mozliwo$¢. Wowczas zapewnia, ze przynajmniej | £ | krawedzi bedzie
skierowanych do wierzchotka ug i, w konsekwencji, co najmniej L%lj wierzchotkéw ze zbioru
{vo,u1,...,u,} bedzie miato najmniejszg warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego réwna 1.

Wéwczas najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego przybierze warto$é:

g+1 g+1] q+1
mein(DSLq)>2+ (\‘J +1> -1+ ’72—‘ 0=3+ \‘QJ’

2

co, w wyniku rozumowania analogicznego do przypadku strategii Dominatora, implikuje
'VRg(DSLq) <24 L%J

Z wywiedzionych powyzej nieréwnoéci wynika, ze vry(DS1,4) =2+ [ Z].

O ©

@
OO, S
0 @

Rys. 3.7. Przyktadowa gra w dominowanie rzymskie rozegrana na DS ¢ wedtug strategii z dowodu
twierdzenia Ruchy Dominatora zostaty oznaczone na niebiesko, a Psuja na . W wierzchotkach

podane zostaty odpowiadajace im wartosci najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego

O

Twierdzenie 3.15. [3] Dla kazdej podwdjnej gwiazdy D.S,, ,, gdzie 2 < p < ¢ zachodzi

n

n+1
[2J+3<VR9(Dsp,q)<{ . J+3.

Dowdd. W grafie DS, , liczba wierzchotkéw wynosin = p + ¢ + 2.
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Gorne ograniczenie Niech Dominator przyjmie nastepujaca strategie: w pierwszym ruchu orien-
tuje krawedz w gwiezdzie K , od jej centrum do liscia. Nastepnie:

* jezeli Psuj zorientuje jedng z krawedzi K, 4, to Dominator orientuje inng krawedz tego
grafu od centrum do liscia, jezeli to mozliwe. W przeciwnym wypadku orientuje jedng z
krawedzi K , w kierunku od centrum do liscia, jezeli jest taka mozliwos¢;

* jezeli Psuj zorientuje jedng z krawedzi K; ,, to Dominator orientuje inng krawedz tego
grafu od centrum do liscia, jezeli to mozliwe. W przeciwnym wypadku orientuje jedna z
krawedzi K , w kierunku od centrum do licia, jezeli jest taka mozliwos¢;

* jezeli Psuj zorientuje jedng krawedz tgczacg centra gwiazd, to Dominator orientuje do
zewnatrz krawedz w K 4 lub, jezeli nie jest to mozliwe, krawedz w K ;

* jezeli zaden z powyzszych ruchow nie jest mozliwy, to Dominator orientuje dowolnie
krawedz tgczaca centra gwiazd.

Grajac zgodnie z tg strategig, Dominator zapewnia, ze w gwiezdzie K, , bedzie co najwyzej
| £] tukéw zwréconych w kierunku od lisci do centrum. Warto$¢ najmniejszej funkcji domi-
nowania rzymskiego dla kazdego z tych lisci bedzie wynosi¢ 1, poniewaz nie ma zadnego
innego wierzchotka, ktéry je dominuje. Woéwczas wierzchotek centralny moze mie¢ wartos¢
f = 2, a pozostate liscie tej gwiazdy wartosci réwne 0, poniewaz sg dominowane przez
wierzchotek centralny. Wtedy sumaryczna warto$¢ najmniejszej funkcji dominowania rzym-
skiego dla K , jest nie wieksza od 2 + | £].

W przypadku K , Psuj ma mozliwo$¢ zagrania pierwszego ruchu, wiec zgodnie z powyzszg
strategig maksymalna liczba tukéw skierowanych do centrum bedzie wynosita [£]. Kieru-
jac sie analogicznym do przypadku K3 , rozumowaniem, sumaryczna warto$¢ najmniejszej
funkcji dominowania rzymskiego dla K , jest wiec nie wigksza od 2 + [g}

Jako ze najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego grafu ztozonego z dwoch podgraféw
jest nie wieksza od sumy najmniejszych funkcji dominowania rzymskiego tych podgrafow,
to z powyzszego wynika, ze

(DS, <2+ |§] 24 [2] =ae [¢] + | 2]
<dt Vﬂ;JrlJ s n;lJ
_34 {n;—lJ

Dolne ograniczenie Dowdd wyrazenia na dolne ograniczenie przebiega podobnie do powyzsze-
go dowodu na goérne ograniczenie. Niech Psuj przyjmie strategie, polegajaca na odpowia-
daniu na ruchy Dominatora:

* jezeli Dominator orientuje krawedz w podgrafie K , lub krawedz tgczaca centra, to
Psuj orientuje krawedz w podgrafie K; , w kierunku od centrum. Jezeli ten ruch nie
jest mozliwy, to orientuje krawedz w K , w kierunku od centrum;

* jezeli Dominator orientuje krawedz w podgrafie K ,, to Psuj orientuje krawedz w pod-
grafie K7 , w kierunku od centrum. Jezeli ten ruch nie jest mozliwy, to orientuje krawedz
w K , w kierunku od centrum;
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* jezeli zaden z powyzszych ruchéw nie jest mozliwy, to Psuj orientuje dowolnie krawedz
taczacyg centra.

W ten sposéb w podgrafie K, jest przynajmniej || tukéw skierowanych do centrum, a
w podgrafie K , przynajmniej {gj takich tukéw. W najmniejszej funkcji dominowania rzym-
skiego centra bedag miaty warto$¢ rowna 2, i bedzie przynajmniej || + | £ | wierzchotkéw o
warto$ci 1, a pozostate wierzchotki bedg miaty wartosé 0. Stad, podobnie jak dla powyzsze-
go wyprowadzenia:

(D) 5224 4] 2] 54+ 152

Rys. 3.8. Przyktadowa gra w dominowanie rzymskie rozegrana na DS3 5 wg strategii z dowodu tw.

3.3.6. Drzewo

Twierdzenie 3.16. [3] Dla kazdego drzewa T, gdzie n(T) > 2, liczba gry w dominowanie rzymskie
jest ograniczona od dotu

(5] +1 < ame(T).

Dowdéd. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Na poczatku zostang rozwazone przypadki drzew o
dwadch i trzech wierzchotkach. Latwo zauwazy¢, ze w obu tych przypadkach drzewo jest jedno-
czesnie Sciezka.

W przypadku n(T) = 2 w trakcie gry w dominowanie rzymskie zostanie wykonany tylko
jeden ruch. Wtedy jeden z wierzchotkéw, ktéry dominuje drugi wierzchotek, moze przyjaé wartosé
funkcji dominowania rzymskiego réwna 2, a pozostaty wierzchotek wartos¢ 0. Alternatywnie oba
wierzchotki moga przyja¢ wartos¢ 1. Obie funkcje dominowania rzymskiego sg najmniejsze i ich
warto$¢ jest rowna 2. Stad [%] + 1 < yrg(T) <= 2 < 2, wiec nierdwno$¢ postawiona w
twierdzeniu jest spetniona.

W przypadku n(T) = 3 Psuj moze przyja¢ strategie, polegajaca na zorientowaniu jedyne;
nieskierowanej krawedzi pozostatej po ruchu Dominatora w tym samym kierunku, w ktérym Do-
minator zwrdécit pierwszg krawedz. Konkretne ruchy zostaty przedstawione w tabeli tatwo
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zauwazy¢, ze grajgc zgodnie z tg strategig, Psuj zapewnia, ze zaden pojedynczy wierzchotek nie
bedzie w stanie zdominowaé catego grafu, wiec najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego
przyjmie warto$¢ 3. Stad [2] + 1 < gy (T) <= 3 < 3, wiec w przypadku n(T) = 3 nieréwnos¢
z twierdzenia réwniez jest prawdziwa.

Ruch Dominatora | Ruch Psuja
— —
V12 V2V3
— —
VaU1 V3V2
— —
Vo Vs V1V
— —
V3U2 V201

Tabela 3.1. Optymalna strategia Psuja na drzewie o 3 wierzchotkach izomorficznym do Ps

Z powyzszego wiadomo, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n < 3. Niech w dalszej czesci
dowodu n(T') > 4. Niech réwniez zatozenie [252] + 1 < yg4(T) bedzie przyjete jako prawdziwe.

W kazdym drzewie mozna wyznaczy¢ najdtuzsza $ciezke o dtugosci réwnej Srednicy tego
drzewa. Wierzchotki najdtuzszej Sciezki w drzewie T beda oznaczone jako v, v, ..., v, gdzie k
to $rednica T. Wiadomo, ze v, oraz v, sg lisémi drzewa T, poniewaz w przeciwnym wypadku
mozliwe bytoby przedituzenie tej sciezki, wiec nie bylaby najdtuzsza $ciezka w 7. Mozna zauwa-
zy¢, ze moze istnie¢ wiele najdtuzszych Sciezek o rownej diugosci. W szczegdlnosci v, 1 moze
sasiadowac z wiecej niz jednym lisciem.

Rozwazane sg dwa przypadki:

Przypadek d(v;_1) = 2: W tym przypadku vy, jest jedynym liSciem sgsiadujagcym z vy 1, Psuj mo-
ze przyjaé nastepujaca strategie: dopoki Dominator wykonuje ruchy na grafie indukowanym
na T przez wierzchotki V (T') \ {vr—1, vk }, to Psuj odpowiada wedtug optymalnej strategii dla
tego grafu. Jezeli Dominator wykona ruch na jednej z krawedzi v _svi_1, vx_1vk, t0 PSU;j
wykonuje ruch na drugiej z tych krawedzi, orientujac jg w tym samym kierunku, podobnie do
strategii przedstawionej powyzej dla n(T') = 3 (konkretne ruchy przedstawiono w tabeli .

T\ {vk—1,vc}

Rys. 3.9. Najdtuzsza $ciezka w drzewie T' w przypadku d(vi_1) = 2

Ruch Dominatora | Ruch Psuja
Vg—2Vk—1 Vg —1Vk
—_ —_—
Vg —1Vk—2 VEVk—1

—_— T
Vk—1Vk Vp—2Vk—1
—_— —_—
UpVk—1 Up—1Vk—2

Tabela 3.2. Optymalna strategia Psuja na $ciezce vy vk —1vx drzewa T' izomorficznej do Ps
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Grajac wg powyzszej strategii, Psuj zapewnia, ze najmniejsza funkcja dominowania rzym-
skiego dla grafu wynikowego gry na grafie T bedzie musiata przypisa¢ przynajmniej jedne-
mu z wierzchotkéw {vj_1, v} wartos¢ réwna 1.

Z zalozenia prawda jest, ze [%52] + 1 < gy (T \ {vk—1, v }). Z powyzszego wniosku wiado-
mo, ze gy (T') jest przynajmniej o 1 wigksze od yry (T \ {vk—1,vk}):

Yrg(T) 2 YRrg(T \ {vk-1,vk}) + 1

n—2
> 2

{ 2 %

n n
> ——1] 2>{—W 1.
[2 + 5| T

To wyprowadzenie dowodzi twierdzenia dla tego przypadku.

Przypadek d(v;_1) > 3: Ten przypadek implikuje, ze d(vy—1) sasiaduje z wiecej niz jednym li-
$ciem. Niech u bedzie jednym z lisci sgsiadujacych z vg_; réznym od vy.

T\ {vg,u}

Rys. 3.10. Najdtuzsza Sciezka w drzewie T' w przypadku d(vi—1) > 3

Wowczas Psuj moze przyjaé strategie, polegajgca na graniu zgodnie ze strategig optymal-
na na drzewie T \ {vx,u}, dopdki Dominator wykonuje ruchy na krawedziach innych niz
{vg—1vk, vp—1u}. Natomiast jezeli Dominator wykona ruch na jednej z tych krawedzi, to Psu;j
moze wykonaé ruch na drugiej z nich, orientujgc jg w kierunku wierzchotka v;,. W ten spo-
sOb zapewnia, ze najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego na zorientowanym grafie T
bedzie musiata przypisa¢ przynajmniej jednemu z wierzchotkéw {vy, u} wartos¢ 1.

Korzystajac z zatozenia indukcyjnego w kontekscie grafu 7'\ {vg, u} oraz powyzszego wnio-
sku mozna udowodni¢ prawdziwos$¢ twierdzenia, uzywajgc wyprowadzenia identycznego z
tym w przypadku d(vi_1) = 2.
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4. GRA W DOMINOWANIE RZYMSKIE Z PODZIALEM KRAWEDZI

4.1. Gra w dominowanie z podziatem krawedzi

Inng gra na grafie oparta na relacji dominowania jest gra w dominowanie z podziatem krawe-
dzi [10]. Podobnie jak standardowy wariant gry w dominowanie jest to gra rozgrywana pomiedzy
dwoma graczami: Dominatorem i Psujem. Wykonujg oni ruchy w naprzemiennych turach, rozpo-
czynajac od Dominatora. Kazdy z nich wykonuje ruch na jednej z nieskierowanych krawedzi (tzn.
takich, na ktérych nie zrobiono wczesniej ruchu) grafu prostego G, na ktérym rozgrywana jest gra.

W przeciwienstwie do podstawowego wariantu ruchy wykonywane przez graczy nie sg iden-
tyczne. Dominator w ramach swojego ruchu oznacza jedng z krawedzi z E(G). Na oznaczone;j
krawedzi nie mozna juz do konca gry zrobi¢ innego ruchu. Jest to wiec odebranie ruchu na tej
krawedzi Psujowi.

Psuj natomiast, w ramach swojego ruchu, dokonuje podziatu krawedzi z E(G). Oznacza
to, ze wybiera jedna z nieskierowanych krawedzi {u,v} € E(G) i usuwa jg z gry. Zamiast niej
dodaje do grafu gry nowy wierzchotek z i dwie krawedzie: {u,z} i {z,v}. W ten spos6b rozdziela
bezposrednig krawedz pomiedzy v a v i sprawia, ze najkrétsza $ciezka pomiedzy nimi ma dtugosé
2.

Rozdzielenie bezposredniego potgczenia pomiedzy wierzchotkami ma istotng implikacje dla
relacji dominowania. Dopdki istnieje krawedz {u, v} najmniejszy zbiér dominujacy w grafie G za-
wierajgcy jeden z wierzchotkéw u lub v bedzie dominowat drugi wierzchotek z pary. Po rozdzie-
leniu tej krawedzi na krawedzie {u,z} i {z,v} wierzchotek u nie dominuje juz wierzchotka v i
wierzchotek v nie dominuje wierzchotka w.

Tak jak w przypadku gry w dominowanie, obaj gracze maja swoje wtasne cele. Domina-
tor stara sie przez wykonywane ruchy zminimalizowa¢ liczbe dominowania grafu powstatego po
rozegraniu gry, natomiast Psuj wykonuje ruchy majgce na celu zmaksymalizowanie tej wartoSci.

4.1.1. Liczba gry w dominowanie z podziatem krawedzi

Tak jak w przypadku gry w dominowanie, takze gra w dominowanie z podziatem krawedzi
pozwala na wyznaczenie wartosci charakterystycznej dla sp6jnego grafu prostego G [10]. Tak
samo jak w grze w dominowanie bedzie to liczba dominowania w wynikowym grafie G’, uzyska-
nym po zakonczeniu gry, przy optymalnej strategii uzywanej przez Dominatora i Psuja. Warto
zauwazy¢, ze w tym wypadku G’ jest grafem prostym, poniewaz do G dodawane sg tylko nowe
wierzchotki oraz dodawane i usuwane sg krawedzie nieskierowane. Wartos¢ ta jest opisywana
jako 745 (G) = v(G").

4.2. Gra w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi

Gra w dominowanie rzymskie jest odpowiednikiem gry w dominowanie uzywajgcej liczby
dominowania rzymskiego wynikowego grafu jako kryterium oceny rozgrywki [2]. Analogicznie dla
gry w dominowanie z podziatem krawedzi rowniez zostata zdefiniowana podobna gra, uzywajgca
dominowania rzymskiego zamiast zwyktego dominowania do oceny wyniku.

Zasady gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi sg identyczne z tymi w grze
uzywajacej klasycznego dominowania. Jedyna réznicg jest fakt, ze celem Dominatora i Psuja jest
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uzyskanie ostatecznie grafu G, dla ktérego liczba dominowania rzymskiego bedzie odpowiednio
najmniejsza i najwigksza. Aby go osiggna¢ Dominator w swojej turze oznacza jedng z nieskiero-
wanych krawedzi, a Psuj dzieli jedng z nich.

4.3. Liczba gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi

Dla gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi podobnie jak dla innych gier w do-
minowanie mozna wyznaczy¢ warto$¢ odpowiadajacego wynikowi gry przy optymalnej rozgrywce
obu graczy [2]. Odpowiada ona liczbie dominowania rzymskiego grafu wynikowego G’ po opty-
malnej rozgrywce. Opisywana jest wiec jako vrys(G) = vr(G').

Podobnie jak w przypadku gry w dominowanie rzymskie, mozliwe jest wyréznienie poszcze-
golnych klas graféw, dla ktérych mozna wyznaczyc¢ liczbe gry w dominowanie rzymskie z po-
dziatem krawedzi lub przedziat, w ktérym sie znajduje. Jedng z prac zgtebiajaca te tematyke jest
publikacja Amjadiego i in. [2] Poszczegdlne przedstawione tam twierdzenia zostaly przytoczone
ponizej w poszerzonej formie.

4.3.1. Gwiazda

Twierdzenie 4.1. [2] Dla kazdej gwiazdy K ,,—; liczba gry w dominowanie rzymskie z podziatem
krawedzi wynosi yrgs(K1,n,—1) = [2£2].

Dowdd. W przypadku gry na gwiezdzie zaréwno Dominator, jak i Psuj beda dziata¢ wedtug tej
samej strategii, to jest wykonywa¢ ruchy na kolejnych krawedziach tgczgcych centrum gwiazdy
z lisémi. Dominator, z uwagi na to, ze wykonuje pierwszy ruch, oznaczy [“;*]| spo$réd n — 1
krawedzi, natomiast Psuj podzieli | 25 | krawedzi.

Niezaleznie od n bedzie istniata najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego, przypisujgca
wierzchotkowi centralnemu warto$é 2. Przyktadowe najmniejsze funkcje dla matych wartosci n

zostaly przedstawione na rys. [4.1]

Rys. 4.1. Przyktady gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na gwiazdach K, -1 dla
n € {2, 3,4}. Wierzchotki centralne zostaly oznaczone kolorem czerwonym, wierzchotki dodane w wyniku
podziatu krawedzi przez Psuja, jak i same podzielone krawedzie kolorem , a kolorem niebieskim
krawedzie oznaczone przez Dominatora

W zwigzku z tym liscie potaczone z centrum krawedziami oznaczonymi przez Dominatora
moga mie¢ przypisang warto$¢ réwng 0. Rozpatrzmy podgraf ztozony z wierzchotka centralnego,
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liscia gwiazdy oraz wierzchotka dodanego w wyniku podziatu krawedzi przez Psuja. Najmniejsza
funkcja dominowania rzymskiego w tym podgrafie, przy zatozeniu wartosci przypisanej wierzchot-
kowi centralnemu réwnej 2, bedzie przypisywa¢ dodanemu wierzchotkowi warto$é réwng 0, a
lisciowi wartos¢ rowna 1.

Stad w grafie bedzie jeden (centralny) wierzchotek o przypisanej wartosci réwnej 2 oraz
| 21 | wierzchotkéw o przypisanej warto$ci réwnej 1. Pozostatym wierzchotkom przypisana be-
dzie warto$¢ 0, wiec

n—1 n+2
’YRgs(Kl,n—l)Q‘FL B J’V B) —‘

Rys. 4.2. Przyktady gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na gwiezdzie K, 7. Wierzchotek
centralny zostat oznaczone kolorem czerwonym, a wierzchotki dodane w wyniku podziatu krawedzi przez
Psuja kolorem

4.3.2. Sciezka i cykl

Lemat 4.2. [6] Liczba dominowania rzymskiego dla Sciezek P, i cykli C,, jest rowna [2].

Dowdd. Zaréwno sciezke, jak i cykl, w ktérym n mod 3 = 0, mozna rozpatrywac jako cigg 5 po-
taczonych podgraféow Ps, gdzie V(P;) = {v1, v2, v3}. W takim podgrafie najmniejsza funkcja domi-
nowania rzymskiego przypisze wierzchotkowi v, warto$é rowng 2, a wierzchotkom v, v3 warto$¢
0. Wowczas sumaryczna wartos¢ przypisana wierzchotkom w kazdym podgrafie bedzie réwna 2.
Stad liczba dominowania rzymskiego bedzie wynosi¢ vr(P,) = Yr(Crn) =2 - 3.

Rozwazmy przypadki Sciezki i cyklu, gdzie n mod 3 # 0:

n mod 3 = 1: Graf moze zosta¢ podzielony na “z1 $ciezek P, o sumarycznej wartoéci naj-
mniejszej funkcji dominowania rzymskiego rownej 2, jak wyzej. Pozostaly wierzchotek nie
jest dominowany przez zaden z wierzchotkdw o przypisanej wartosci 2, wiec musi mie¢
przypisang warto$¢ réwng 1. Sumarycznie daje to liczbe dominowania rzymskiego réwng

n—1 2n 1

1= 42,
3 " 3 73

VR(Pn) = ’YR(OTL) =2
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n mod 3 = 2: Podobnie do powyzszego przypadku graf mozna podzieli¢ na ;2 $ciezek P; o
sumarycznej przypisanej wartosci 2. Pozostate dwa wierzchotki bedg miaty przypisane war-
tosci 1,1 lub 2,0, co sumarycznie daje wartos¢ 2. W zwigzku z tym liczba dominowania
rzymskiego bedzie réwna

VR(Pn) = Yr(Cp) =2- n;2+2:2§n+§.
Zbierajac powyzsze wyniki mamy
n mod 3=0 = yr(Py) = 7r(Cr) = o
n mod 3 =1— yr(Pp) =vr(Cp) = %n + % = Yr(Pn) =Vr(Cn) = Rﬂ
n mod 3=2— vr(P,) =7vr(Cpn) = %1 + g

Twierdzenie 4.3. [2] Dla ciezki P, i cyklu C,, zachodzi yrgs(Pr) = Yrgs(Crn) = n.

Dowdd. Dowéd zacznijmy od obserwacji, ze podziat krawedzi w grafie P, skutkuje powstaniem
Sciezki o jeden wierzchotek dtuzszej. Dlatego graf wynikowy gry w dominowanie rzymskie z po-
dziatem krawedzi na Sciezce bedzie rowniez Sciezkg. Podobnie graf wynikowy gry na cyklu bedzie
rowniez cyklem.

Sciezka P, sktada sie z n — 1 krawedzi, natomiast cykl C,, sklada sie z n krawedzi. Jako
ze gracze wykonujg ruchy naprzemiennie, a Dominator wykonuje pierwszy ruch, to Psuj podzieli
| 251 | krawedzi w przypadku $ciezki P, lub | %] krawedzi w przypadku cyklu C,,. Stad grafem
wynikowym gry na P, bedzie P) = Pnﬂ%y agry na C,, bedzie C), = Cnﬂgj-

Z definicji yrys(G) = vr(G"), wiec

'YRgS(Pn) = 'VR(Pr/L) = 'YR(Pn+ \_EP

VRgS(Cn) = ’YR(Cr/L) = VR(Cm- ng)

Z lematu 4.2l wynika, Ze:

_[Q(n—i—{"glj)—‘ jeZeIi2|n: _ 3

jezeli2¢n:

3

Y ) _3£ i

’72(714'{721”—‘ jezeli2 | n: 3-‘ =[n]
3n

jezeli24n : 31 [n;—‘
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4.3.3. Graf r-regularny

Lemat 4.4. [7] Dla grafu prostego G zachodzi vz (G) > AQ—J’:I, gdzie A oznacza najwiekszy stopien
wierzchotka w grafie G.

Dowdd. Funkcja dominowania rzymskiego f dzieli zbiér wierzchotkéw na trzy podzbiory (Vo, V1, Va).
Zawartym w nich wierzchotkom przypisane sg odpowiednio wartosci (0, 1, 2). Stad mamy wiec de-
finicje liczby dominowania rzymskiego dla grafu G:

Vr(G) = [Vi] + 2|V2|.

Mozna zauwazyé, ze kazdy z wierzchotkéw, ktéremu zostata przypisana warto$¢ 0, z de-
finicji dominowania rzymskiego musi sgsiadowa¢ z wierzchotkiem, ktéremu zostata przypisana
wartos¢ 2. W zwigzku z tym liczba wierzchotkéw w zbiorze V5| nie moze by¢ wigksza niz suma-
ryczna liczba wierzchotkdw sasiadujgcych z wierzchotkami o przypisanej wartosci 2. Jednocze-
$nie najwieksza liczba wierzchotkéw sgsiadujacych z wierzchotkiem wynosi A, wiec prawda jest,
ze || < AlVa|.

Kazdy z n wierzchotkéw grafu G nalezy do tylko jednego ze zbioréw (V;, V1, V2), wiec

n = Vol + [Vi| + [Vo| < A[Va| + [Va| + V1] = (A + 1)[Va| + [V

n 1
< Vs T
Ar1 SVt R

Val.

Zaktadajgc, ze w grafie G istnieje przynajmniej jedna krawedz, to A > 1. Stad:

2n
A+1

2
<2Va| + 7 Vil <2Vl + [Vi] = 7r(G).
O

Twierdzenie 4.5. [2] Dla r-regularnego grafu G liczba gry w dominowanie rzymskie z podziatem
krawedzi jest ograniczona od dotu:

Gy s 2ot 1)

Dowdd. Twierdzenie to jest bezposrednig konsekwencja uzycia lematu[4.4)w odniesieniu do grafu
wynikowego G’ gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na grafie G i wykorzystania
zaleznosci vYrys(G) = Yr(G').

Graf G’ r6zni sie od G tym, ze niektére z jego krawedzi zostaty podzielone. Mozna zaobser-
wowagé, ze podziat krawedzi nie zmienia stopnia zadnego z istniejgcych wierzchotkéw grafu, a sto-
pien nowego wierzchotka jest réwny 2. Oznacza to, ze jezeli A(G) =r > 2,10 A(G') = A(G) = rF_']

Dominator i Psuj wykonujg ruchy naprzemiennie, a Dominator wykonuje pierwszy ruch, wigc
w trakcie gry podzielonych zostanie {@J krawedzi, gdzie m(G) jest liczbg krawedzi w grafie G.
Z lematu o usciskach dtoni [17, 1.3.3.] wiadomo, ze suma stopni wszyskich wierzchotkéw grafu
jest rowna 2m, wiec w przypadku grafu r-regularnego mamy m = 2, czyli | 2| krawedzi grafu
G zostanie podzielonych. Przy podziale kazdej z krawedzi do grafu dodawany jest jeden nowy

'Graf regularny, gdzie r = 1, jest izomorficzny do éciezki P, i spetnia zalezno$é przedstawiong w treéci twierdzenia.
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wierzchotek, wiec liczba wierzchotkéw w grafie G’ bedzie wynosi¢

n(G') = n(G) + [%J .

Stad, uzywajgc wzoru z lematu [4.4}, mamy

(@) 2(n(@)+ %))

!
rgs (G) = TR(E) A(G) +1 r+1

4.3.4. k-wiatrak

k-wiatrak Fj, jest grafem powstatym z k kopii grafu K5 = Cj3, gdzie jeden z wierzchotkéw
jest wspdliny dla wszystkich kopii.

Rys. 4.3. Graf F; (8-wiatrak) sktadajacy sie z 8 graféw K3 potgczonych wspolnym wierzchotkiem centralnym

Twierdzenie 4.6. [2] Dla kazdego k-wiatraka zachodzi yys(Fi) =2+ [£] +2 | £ ].

Dowdd. Kazdy z k cykli C3, skladajgcych sie na graf Fj, moze w trakcie gry w dominowanie
zostac podzielony od zera do trzech razy. Mozna zauwazyé, ze mimo podziatéw krawedzi kazdy z
cykli pozostaje dalej cyklem, a jego dtugos¢ jest réwna sumie liczby poczatkowych wierzchotkéw
(8) oraz liczby podzielonych krawedzi.

W trakcie gry nie zmieniaja sie rowniez stopnie wierzchotkow. Wierzchotek centralny bedzie
miat zawsze 2m wierzchotkéw sgsiadujgcych, natomiast pozostate wierzchotki bedg miaty stopien
2. Mozna wiec wywnioskowagé, ze niezaleznie od wartosci m zawsze bedzie istnie¢ taka najmniej-
sza funkcja dominowania rzymskiego, ktéra przypisze wierzchotkowi centralnemu wartos¢ 2.

Na tej podstawie mozliwe jest sformutowanie zalezno$ci pomiedzy liczbg podzielonych kra-
wedzi w danym cyklu grafu poczatkowego, a sumaryczng wartoscig przypisang wierzchotkom w
odpowiadajgcym mu cyklu w grafie wynikowym. Zostata ona przedstawiona w tabeli

Niech Psuj przyjmie nastepujaca strategie:

1. Podziel krawedz w cyklu, w ktérym jest jedna podzielona i jedna oznaczona krawedz.

2. Jezeli to niemozliwe, podziel krawedz w cyklu, w ktérym dwie krawedzie sg oznaczone.

3. Jezeli to niemozliwe, podziel krawedz w cyklu, w ktorym zadna z krawedzi nie jest podzie-
lona ani oznaczona.

4. Jezeli to niemozliwe, podziel dowolng krawedz.
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Liczba podzielonych krawedzi w cyklu Sumaryczna warto$¢é najmniejszej
grafu Fy, funkcji dominowania rzymskiego
wierzchotkéw w tej czesci

2 (wierzchotek centralny)

2 (wierzchotek centralny) + 1
2 (wierzchotek centralny) + 2
3 2 (wierzchotek centralny) + 2
Tabela 4.1. Wartosci najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego w pojedynczym cyklu grafu F

O

N = O

Rys. 4.4. llustracja gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na grafie Fy. Od lewej strony: graf
poczatkowy Fy, przyktadowe ruchy Dominatora i , hajmniejsza funkcja dominowania rzymskiego na
wynikowym grafie

Rozwazmy dziatanie tej strategii w praktyce. Jezeli Dominator oznaczy pierwszg krawedz
danego cyklu, to Psuj, jesli ma jeszcze takg mozliwo$¢, podzieli krawedz innego cyklu, w ktérym
wszystkie krawedzie sg jeszcze onneE] (punkt 3. strategii). Dopiero gdy Dominator oznaczy dru-
ga z krawedzi tego cyklu, Psuj podzieli jego ostatnig krawedz (punkt 2. strategii). Natomiast w
przypadku cyklu, w ktérym Psuj wykona pierwszy ruch (na podstawie punktu 3. strategii), kolejny
ruch bedzie nalezat do Dominatora, po czym ostatnia krawedz zostanie podzielona przez Psuja
(na podstawie punktu 1. strategii).

Mozna zauwazy¢, ze w ten sposéb w kazdym z cykli bedzie jedna lub dwie podzielone
krawedzie. Co wiecej, liczba ta bedzie zaleze¢ od tego, ktéry z graczy wykonat pierwszy ruch w
danym cyklu: gdy bedzie to Dominator, to zostanie podzielona jedna krawedz, gdy Psuj — dwie.

Istotnym jest réwniez fakt, ze gdy Dominator wykonuje pierwszy ruch na jednym z cykili,
Psuj wykonuje pierwszy ruch na innym, o ile jest to jeszcze mozliwe. Z zatozenia Dominator
rozpoczyna rozgrywke, wiec bedzie w stanie wykona¢ pierwszy ruch na [g] cyklach. W kazdym
z nich bedzie podzielona jedna krawedz. W pozostatych |%| cyklach zostang podzielone dwie
krawedzie.

Zgodnie z informacjami z tabeli cykle z jedng podzielong krawedzig bedg miaty suma-
ryczna warto$¢ najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego réwna 1, a cykle z dwiema podzie-
lonymi krawedziami warto$¢ rowng 2 (nie wliczajac wierzchotka centralnego). Stad sumaryczna
wartos¢ najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego f,,,:, Wynosi

Fnin(V () = 2+ m o m |

To dowodzi, ze yrys(Fi) > 2+ [£] + 2 | £ |. Zauwazmy, Ze Dominator moze uzy¢ analogicz-
nej do przedstawionej wyzej strategii Psuja i uzyska¢ takg sama sumaryczng warto$¢ najmnie;j-

2tj. nie wykonano na nich ruchu
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szej funkcji dominowania rzymskiego, niezaleznie od ruchéw Psuja. Laczac ten fakt i powyzszg
nieréwno$¢ mamy

Yrgs(Fr) =2+ Fﬂ +2 V;J .

4.3.5. Graf dwudzielny

Lemat 4.7. [2] Jezeli D jest takim zbiorem dominujagcym w grafie G, ze V(G) \ D jest zbiorem
niezaleznym, A C V(G) \ D jest zbiorem wierzchotkéw, ktdére maja przynajmniej dwa wierzchotki
sasiadujace nalezace do D,a B =V (G) \ (DU A), to

B
Yrgs(G) < 2/D] + V?J .

Dowdd. Zbiér V(G) \ D = AU B jest niezalezny, co oznacza, ze wierzchotki nalezace do A lub
B beda sasiadowaé jedynie z wierzchotkami z D. Wierzchotki D natomiast mogg sgsiadowac
z wierzchotkami ze wszystkich trzech zbioréw (A, B, D). Jezeli kazdemu z wierzchotkéw zbioru
D przypisano by w grafie wynikowym G’ warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego rowng 2, to
wierzchotki nalezgce do A U B, posiadajgce przynajmniej jedng niepodzielong krawedz tgczaca
je z wierzchotkiem ze zbioru D, mogtyby przyja¢ wartos¢ réwna 0.

B D A
O—QO)

O—O

Rys. 4.5. Podziat na zbiory D ( ), BiA( ) przyktadowego grafu

Dominator moze rozpocza¢ gre oznaczeniem jednej z krawedzi tgczacych wierzchotek z
B z wierzchotkiem z D. Nastepnie moze przyja¢ nastepujaca strategie uzalezniong od ruchéw
Psuja:
1. Jezeli Psuj podzieli krawedz taczaca wierzchotek z B z wierzchotkiem z D, to Dominator
oznacza inng krawedz tgczaca te dwa zbiory.
2. Jezeli Psuj podzieli krawedz taczaca wierzchotek v € A z wierzchotkiem z D, to Dominator
oznacza krawedz tgczacg v z innym wierzchotkiem z D. Z definicji zbioru A pomiedzy tymi
zbiorami muszg istnie¢ przynajmniej dwie krawedzie.
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3. Jezeli Psuj podzieli inng krawedz lub powyzszy ruch nie jest mozliwy, to Dominator oznacza
dowolng krawedz.

Punkt 2. powyzszej strategii gwarantuje, ze kazdy wierzchotek w A bedzie potgczony bezpo-
$rednio z przynajmniej jednym wierzchotkiem w D w grafie wynikowym G’. Dodatkowo pierwszy
ruch Dominatora oraz punkt 1. strategii sprawia, ze przynajmniej [@W wierzchotkdéw ze zbioru
B bedzie bezposrednio potaczonych z wierzchotkiem ze zbioru D. Przyjmujac opisang wczesniej
funkcje dominowania rzymskiego, wierzchotki te bedg miaty przypisang wartos¢ 0.

Zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki dodane w wyniku dzielenia krawedzi mogg réwniez
mie¢ wartos¢ funkcji dominowania rzymskiego réwng 2 z uwagi na fakt sgsiadowania z wierz-
chotkami ze zbioru D, ktére majg przypisang warto$¢ 2. Pozostate {@J wierzchotkdéw zbioru
B bedzie potgczone ze zbiorem D poprzez podzielong krawedz. Wierzchotki te nie sgsiadujg z
wierzchotkami o przypisanej wartosci 2, przez co same muszg mie¢ przypisang wartos¢ rowna 1.

Podsumowujac, jezeli zostanie zastosowana powyzsza strategia i opisana funkcja domino-
wania rzymskiego, to w grafie G’ bedzie | D| wierzchotkéw o przypisanej wartosci 2 oraz {@J
wierzchotkdéw o przypisanej wartosci 1. Pozostate wierzchotki bedg miaty wartos¢ funkcji domino-
wania rzymskiego rowng 0. Stad

B
'YRgs(G) < 2|D| + \‘QJ .

O

Pokrycie wierzchotkowe grafu G to taki zbior wierzchotkéw, ze kazda krawedz w E(G) za-
wiera przynajmniej jeden wierzchotek z tego zbioru. Moc najmniejszego pokrycia wierzchotkowe-
go w grafie G jest nazywana jego liczba pokrycia wierzchotkowego i jest oznaczana symbolem
7(G).

Zbior niezalezny w grafie G to taki podzbiér wierzchotkdw, ze zadne dwa wierzchotki z tego
zbioru nie sgsiadujg ze sobg. Moc najliczniejszego zbioru niezaleznego w grafie G jest oznaczana
przez a(G).

Lemat 4.8. [11] Twierdzenie Gallai’ego
Dla kazdego grafu G
a(G) + 7(G) = n(G).

Dowdéd. Niech U C V(G) bedzie pokryciem wierzchotkowym grafu G. Z definicji pokrycia wierz-
chotkowego przynajmniej jeden z wierzchotkéw kazdej krawedzi w F(G) nalezy do U. Oznacza
to, ze nie istnieje taka krawedz, ktora tgczytaby dwa wierzchotki nienalezace do U, czyli nalezgce
do V(G)\ U. Stad V(G) \ U jest zbiorem niezaleznym. Podobnie jezeli I C V(G) jest zbiorem
niezaleznym grafu G, to V(G) \ I jest pokryciem wierzchotkowym.

Niech U, bedzie najmniej licznym pokryciem wierzchotkowym grafu G (7(G) = |Upl). Z
powyzszego V(G) \ U jest zbiorem niezaleznym.

Niech I C V bedzie zbiorem niezaleznym liczniejszym od V(G) \ Uy. Wéwczas V(G) \ 1
jest pokryciem wierzchotkowym oraz |V (G) \ I| < |Uy|, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze U jest
najmniej licznym pokryciem wierzchotkowym. Stad nie moze istnie¢ zbiér niezalezny liczniejszy
od V(G) \ Uy, czyli
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a(G) = [V(G) \ Uo| = n(G) — Vo] = n(G) = 7(G)
a(Q) + 7(G) = n(G).

Lemat 4.9. [2] Jezeli w grafie G zachodzi §(G) > 2, 10 yrys(G) < 2(n — a(G)).

Dowdéd. Niech U C V(@) bedzie najmniejszym pokryciem wierzchotkowym grafu G. Z definic;ji
przynajmniej jeden wierzchotek kazdej krawedzi w grafie G nalezy do U. Kazdy z wierzchotkow
w G nalezy do przynajmniej dwéch krawedzi. Oznacza to, ze kazdy z wierzchotkéw zbioru nieza-
leznego V(G) \ U sasiaduje z przynajmniej dwoma wierzchotkami nalezacymi do U, czyli U jest
zbiorem 2-dominujgcym w grafie G.
Podzielmy wierzchotki V' (G) na zbiory (B, D, A) zgodnie z lematem 4.7}
+ D = U, poniewaz U jest zbiorem dominujgcym i zarazem pokryciem wierzchotkowym w G,
wiec V(G) \ U jest zbiorem niezaleznym.
+ A=V(G)\ U, poniewaz U jest zbiorem 2-dominujgcym w G, wiec kazdy z wierzchotkow w
V(G) \ U sasiaduje z przynajmniej dwoma wierzchotkami nalezgcymi do U.
* B=1{),poniewaz B=V(G)\ (AUD)=V(G)\V(G).
Zgodnie z wzorem z lematu [4.7]

|B|

Yrgs(G) < 2|D| + bJ — 92U + {IU)I

2

J =2|U|.

Z lematu [4.8mamy:

7(G) = U]
a(G) + 7(G) = n(Q)
U] =n(G) — a(G),

zatem
Vrgs(G) < 2(n(G) — a(G)).

O

Skojarzenie jest zbiorem krawedzi, ktére ze soba nie sgsiaduja, tj. nie majg wspolnych wierz-
chotkdw.

Skojarzenie M w grafie G, w ktérym krawedzie taczg wszystkie wierzchotki w V(G), jest
nazywane skojarzeniem doskonatym. Poniewaz krawedzie w M sg parami roztgczne (nie majg
wspdinych wierzchotkéw), spetniona jest wtasnosé 2| M| = n(G).

Lemat 4.10. [12] Twierdzenie Kbniga
Dla grafu dwudzielnego G zachodzi 7(G) = | M|, gdzie M jest najwiekszym skojarzeniem w
grafie G.
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Lemat 4.11. [16] Dla grafu dwudzielnego G

wtedy, i tylko wtedy, gdy G ma skojarzenie doskonate i n(G) jest parzyste.

Dowdd. Z lematu (4.8l mamy wtasnos¢ a(G) + 7(G) = n(G). Podstawiajac do powyzszego réwna-
nia zaleznos¢ z lematu[4.10, otrzymujemy o(G) + | M| = n(G).

Przyjmijmy, ze a(G) = “&)
n(G) = 2|M]|, co oznacza, ze w grafie G wystepuje skojarzenie doskonate. Dodatkowo «(G)

oznacza moc zbioru, ktéra jest wartoscig catkowita, wiec n(G) musi by¢ podzielne przez 2.

. Wéwczas |M| = @ Z powyzszego réwnania otrzymujemy

Przyjmijmy teraz, ze w grafie G wystepuje skojarzenie doskonate i n(G) jest parzyste. Wow-
czas 2|M| = n(G). Stad (@) + &) = n(G) = a(G) = M4, O

Twierdzenie 4.12. [2] Dla grafu dwudzielnego G, w ktérym §(G) > 2, zachodzi vg,4s(G) < n(G).
W szczegdélnosci, jezeli G nie ma skojarzenie doskonatego lub G ma nieparzystg liczbe
wierzchotkdw, t0 yrys(G) < n(G).

Dowéd. W grafie dwudzielnym G zachodzi o(G) > @ poniewaz oba z tworzgcych go rozdziel-
nych zbioréw wierzchotkdw sg zbiorami niezaleznymi, wiec najwiekszy zbidr niezalezny w grafie
ma przynajmniej takg moc jak wigkszy z tych zbiorow.

Z lematu 4.9 mamy

n(G
e (6) < 20(G) - a(6) < 2 (n(6) - ") = ().

Zgodnie z lematem w przypadku, gdy w grafie G nie ma skojarzenia doskonatego lub

n(G) jest nieparzyste, to

Yrgs(G) < 2(n(G) — a(G)) < 2 (n(G) - n(G)) =n(G).

Twierdzenie 4.13. [2] W petnym grafie dwudzielnym K, ,, gdzie 2 < p < ¢, zachodzi

2(p+q+ | B
p+2< ’VW—‘ < 'YRgs(Kp,q) < 2p.

Dowdd. Z lematu [4.9mamy yrgs(Kp.q) < 2(n(Kpq) — a(Kp 4)). Najwiekszym zbiorem niezalez-
nym w petnym grafie dwudzielnym jest wiekszy z tworzacych go rozdzielnych zbiorow wierzchot-
kow, ktéry, zgodnie z przyjetymi zatozeniami, ma moc réwna ¢, wiec o(kK, ,) = ¢. Stad

Yrgs(Kp,q) < 2(n(Kpg) —q) = 2(p+q—q) =2p.

Graf K, , powstaty w wyniku gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na grafie
K, , rézni sie od oryginalnego grafu tym, ze zostaty w nim podzielone niekt6re krawedzie. Podziat
krawedzi nie zmienia stopni zadnego z oryginalnych wierzchotkdw oraz dodaje jeden wierzchotek
o stopniu 2. Zgodnie z zatozeniem 2 < p < ¢ w K, , wszystkie wierzchotki majg stopien wigkszy
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od lub rowny 2. Wobec tego przeprowadzenie gry na grafie nie wptynie na najwigkszy stopien
wierzchotka w grafie: A(K, ) = A(K, ) = q.

Liczba krawedzi w grafie poczgtkowym wynosi p - g. W wyniku gry w dominowanie rzymskie
z podziatem krawedzi Psuj podzieli L%J krawedzi, wiec sumaryczna liczba wierzchotkéw w grafie
K, , bedzie wynosita n(KJ, ) = n(Kpq) + [ B | =p+q+ [B].

Podstawiajac powyzsze wartos$ci do wzoru danego lematem [4.4, mamy

2(p+aq+ B
Yrgs(Kp.q) = 7R(K, ;) > (q—|—1L2J)

Z definicji vrys(Kp,q) jest liczba catkowita, wigc prawda jest réwniez, ze

2(p+a+ L?J)w |

’YRgS(Kp,q) > { g+1

Wiedy

2(p+q+L%J) S 20+ 2qg+pg—1 S 20+ 29+ pg—1
qg+1 qg+1 q+1 '

Przeanalizujmy zmienno$¢ wartosci uzyskanego wyrazenia wzgledem g:

0 (2p+2q+pq—1) _C2+pa+1)-Cp+2q+pg—1)  p+3
(q+1)2 (q+1)*

aiq q+1

Z powyzszego wynika, ze warto$¢ tego wyrazenia jest niemalejgca niezaleznie od wartosci

q. Zatem prawdg bedzie, ze
W+2+pg—1 _ 4dp+p*—1
qg+1 ~ p+1

Wychodzac z poczgtkowego zatozenia mamy

p>2 = 5p>10
—=pP+dp—1>p°—p+9
=P +dp—1>(p-2)p+1)+7>(p-2)(p+1)

dp+p*—1

PR >p—2.

Podsumowujac, otrzymujemy

2 Pq _ _ 2 _
(pra+ 5] . [2p+2q+pq 1} S WAAtpg-l -1
qg+1 qg+1 g+1 p+1
co konczy dowdd. O

4.3.6. Podwdjna gwiazda

Twierdzenie 4.14. [2] W podwdjniej gwiezdzie DS, 4 liczba gry w dominowanie rzymskie z po-
dziatem krawedzi wynosi 2 + [%W

Dowdéd. Liczba wierzchotkdw grafu K; , wynosi n(DS: ) = ¢ + 3, natomiast liczba krawedzi
wynosi m(DS1 4) = ¢+ 2.
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Jezeli ¢ = 1, to graf DS, , jest izomorficzny do Sciezki P,. Jego liczba gry w dominowanie
rzymskie z podziatem krawedzi jest, zgodnie z twierdzeniem|4.3} rowna n(P,) = 4, co jest zgodne
z twierdzeniem.

Jezeli ¢ = 2, to Psuj ma zawsze mozliwo$¢ podzielenia przynajmniej jednej z krawedzi pod-
grafu K ,. Wéwczas najmniejsza warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego
wynosi 5, co réwniez jest zgodne z twierdzeniem.

K1 Ky 4

N J
Rys. 4.6. Przyktadowe najmniejsze funkcje dominowania rzymskiego w grafach wynikowych gry w
dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na grafie DS, , dla g € {2, 3}

Niech u bedzie centrum podgrafu K, v centrum podgrafu K; ,, a w liSciem podgrafu
K. Dla ¢ > 3 najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego zawsze przypisze wierzchotkowi
v w grafie wynikowym DS , wartos¢ 2. Wowczas kazda podzielona krawgdz w podgrafie K 4
zwigksza liczbe dominowania rzymskiego o 1, poniewaz usuwana jest krawedz pomiedzy v i
lisciem, wiec v juz go nie dominuje.

Rozwazmy podgraf indukowany przez wierzchotki {w, u,v}. Jest to sciezka P; i wiadomo,
ze v ma przypisang warto$¢ rowna 2. Rozwazmy trzy przypadki:

1. Jezeli zadna z krawedzi tej Sciezki nie zostanie podzielona, to najmniejsza funkcja domino-
wania rzymskiego przypisze wierzchotkowi u warto$¢ 0, poniewaz jest on dominowany przez
v, natomiast wierzchotkowi w zostanie przypisana warto$¢ 1. Brak podziatu krawedzi w tym
podgrafie bedzie oznaczat, ze w podgrafie K , zostato podzielonych {WJ = [%QJ
krawedzi. Liczba dominowania rzymskiego wynikowego grafu bedzie wigc réwna [%”J + 3.

2. Jezeli zostanie podzielona krawedz wu, to wierzchotek v bedzie nadal dominowany przez
v, wiec zostanie mu przypisana wartos¢ 0, natomiast wierzchotkom w i nowo utworzonemu
zostanie przypisana wartos¢ 1. Latwo zauwazy¢, ze przypadek podziatu krawedzi uv bedzie
miat identyczny efekt, poniewaz bedzie skutkowat powstaniem izomorficznego grafu wyniko-
wego. Oznacza to réwniez, ze {WJ —1=| 22| — 1 spoéréd krawedzi podgrafu K ,
zostato podzielonych. W zwigzku z tym liczba dominowania rzymskiego w grafie wynikowym
bedzie rowna | 42| —1+4 = [4£2] 4 3.

3. Jezeli zostang podzielone obie krawedzie wu i uv, to wierzchotkowi utworzonemu w wyniku
podziatu krawedzi wu najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego przypisze wartos$¢ 2,
wierzchotkowi v réwniez warto$¢ 2, natomiast wierzchotkom w, u i wierzchotkowi powstate-
mu w wyniku podziatu krawedzi uv wartos$¢ 0. W tej sytuacji w podgrafie K , podzielonych
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zostanie {WJ -2 = L%J —2 krawedzi i, co za tym idzie, tylu lisciom tego podgrafu zo-
stanie przypisana warto$¢ minimalnej funkcji dominowania rzymskiego réwna 1. Pozostate
wierzchotki beda miaty przypisang sumaryczng wartos¢ réwna 4, wiec liczba dominowania
rzymskiego grafu wynikowego wyniesie |4£2| —2+4 = [4£2] 4 2.

@

Rys. 4.7. Przyktad gry w dominowanie rzymskle z podziatem krawedzi na grafie D51 .6- Wewnatrz
wierzchotkdw wpisane zostaty wartosci najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego dla grafu
wynikowego. Jak widaé¢, niezaleznie od tego, ktére krawedzie zostang podzielone, nie zmienia sie suma
wartosci. Przyktady odpowiadaja przypadkom rozwazanym w dowodzie twierdzeniam

Jak widag¢, niezaleznie od tego, ktére krawedzie zostang podzielone, bedzie prawdziwa row-
nosé

Yr(DS ) { J +2

= Yrgs(DS1,4) = { J = [ n(D51q) - l +2= V(DSW)J +o.
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Twierdzenie 4.15. [2] W podwdjnej gwiezdzie DS, 4, gdzie 2 < p < ¢, zachodzi

n(DS +1
YRgs(DSpq) = {(pq)—‘ + 2.

2

Dowdd. Graf DS, , ma n(DS,,) = p + q + 2 wierzchotkow. Liczba krawedzi natomiast wynosi
m(DSpq) = p+q+1=n—1. W zbiorze krawedzi zawiera sie p krawedzi w podgrafie K p, g
krawedzi w podgrafie K , oraz jedna krawedz uv, gdzie u jest wierzchotkiem centralnym K, ,, a
v jest wierzchotkiem centralym K ;.

Zauwazmy, ze, podobnie jak w poprzednim dowodzie, liczba dominowania rzymskiego grafu
DS}, ,, powstatego w wyniku gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi, bedzie rowna
sumie

* liczby krawedzi podzielonych w podgrafie K; , (oznaczanej dalej jako p'),

* liczby krawedzi podzielonych w podgrafie K , (oznaczanej dalej jako ¢’) oraz

« wartos$ci najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego dla wierzchotkéw u i v,
ktéra wyniesie 2 dla kazdego z nich: yr(DS,, ,) =p' + ¢ +4.

Przyjmijmy symbol ), ktérego wartos¢ jest réwna 1, jezeli krawedz uv zostata podzielona lub
0 w przeciwnym wypadku. W wyniku ruchéw wykonanych przez Psuja zostanie zatem podzielone
{%J krawedzi. Zauwazmy, ze {%J =p +¢ +n.

Rozwazmy dwa przypadki:

Przypadek 1.: 2| n(DS, )

Wtedy p' + ¢ + 17 = % Stgd mamy
(D -2 D
1(DS),) = ") =2 SI’Q’Q) +4—n="D%a) 51”") +3—n.
Przypadek 2.: 2 {n(DS,,)
Wéwezas p/ + ¢ +n = “P%a)=1 Gtad
D -1 D 1
(D)) = MES) =Ly nPSha) L,

Zauwazmy, ze w obu przypadkach liczba dominowania rzymskiego jest mniejsza, jezeli kra-
wedz uv zostata podzielona. Wobec tego naturalng strategig dla Psuja bedzie dzielenie krawedzi
innych niz krawedz uv, jezeli jest to tylko mozliwe. Najlepsza strategia Dominatora bedzie wtedy
probowata wymusié¢ na przeciwniku podziat krawedzi uv poprzez oznaczanie wszystkich innych
krawedzi, dopdki to mozliwe.

Jezeli liczba wierzchotkow DS, , jest parzysta, to liczba krawedzi innych od uv réwniez jest
parzysta. Oznacza to, ze korzystajac z powyzszej strategii Dominator nie bedzie w stanie wymusié
na Psuju podziatu krawedzi uv, wiec

n(DSIMI)

3.
5 +

2| n(DSyy) = n=0 = yr(DS,,) =
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W przeciwnym wypadku liczba krawedzi innych niz uv bedzie nieparzysta i Psuj bedzie
zmuszony do podzielenia tej krawedzi, stad

n(DSpq) +1

2.
9 +

2{n(DS, ) = n=1 = yr(DS,,) =

Oba powyzsze przypadki mozna opisac z uzyciem jednego wzoru:

2

n(DS +1
7R95(D5p,q) = ’YR(DS;/z,q) = ’V(p’q)-‘ +2.

4.3.7. Drzewa

Twierdzenie 4.16. [2] W kazdym drzewie T zachodzi

’ngs(T) < 2’}/2(T) — 1.

Dowdd. Dowdd jest przeprowadzony za pomocg indukcji wzgledem liczby wierzchotkow w drze-
wie T. Rozwazmy przypadki matych wartosci n(T):
e n(T)=2
Witedy w grafie znajduje sig jedna krawedz, ktéra zostanie oznaczona przez Dominatora,
wiec graf wynikowy 77 = P». Stad, korzystajac z Iematu Yrgs(T) = yr(T") = [%Tﬂ =2
Zbiér 2-dominujgcy natomiast bedzie zawierat oba wierzchotki, wiec v-(T') = 2. Stad

Yrgs(T) =2 < 27%(T) —1=3.

*n(T)=3
Witedy jedna z krawedzi grafu zostanie podzielona, wiec graf wynikowy 77 = P,. Analo-
gicznie do powyzszego przyktadu yrgs(T) = yr(T") = [%W = 3. Zbioér 2-dominujgcy w
grafie T bedzie réwniez zawierat dwa wierzchotki, stanowigce pierwszy i ostatni wierzchotek

jego najdtuzszej Sciezki, wiec v»(T') = 2. Stad
Yres(T) =3 < 27(T) — 1 =3,

Wiemy wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n(7T') < 3. W dalszej czesci dowodu rozwa-
zymy przypadki drzew T', gdzie n(T) > 4. Przyjmijmy zatozenie indukcyjne, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla drzewa o liczbie wierzchotkéw mniejszej od n(T).

Jezeli $rednica T jest réwna 1, to T = P, i, jak pokazano wcze$niej, spetnia nieréwnosé
postawiong w twierdzeniu.

Jezeli $rednica T jest rébwna 2, to T jest gwiazdg. Wtedy z twierdzenia Yrgs(T) =
[WW Poniewaz wszystkie z lisci maja tylko jeden wierzchotek sasiadujacy, to wszystkie z
nich muszg by¢ czescig najmniejszego zbioru 2-dominujgcego w T. Wtedy, dla n > 3, wierzcho-
tek centralny bedzie 2-dominowany przez zbior lisci, wiec v2(T) = n(T') — 1. Poniewaz

ign(®) = [MEE2] < 2a() 1 = 2m(1) -3,
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to twierdzenie w tym przypadku jest prawdziwe.

4.15

Jesli natomiast srednica grafu 7' jest rébwna 3, to T' jest podwojng gwiazda. Z twierdzenia
mamy wtedy yrys(T) = [%W +2. Najmniejszy zbior 2-dominujgcy ponownie musi zawie-

ra¢ wszystkie licie, a w przypadku, gdy jeden z podgrafow ma tylko jeden lis¢, to musi réwniez
zawiera¢ jeden wierzchotek centralny, czyli v2(T) < n(T) — 1.

wiec

e (1) = | P 2 < () — 1 < 20 -3,

twierdzenie jest prawdziwe takze w tym przypadku.

Zatézmy wiec w dalszej czesci dowodu, ze $rednica T jest wieksza od lub réwna 4.
Niech P bedzie najdtuzsza Sciezka w grafie T'i niech V/(P) = {v1,...,vk—1, Vs }.
Niech D bedzie najmniejszym zbiorem 2-dominujgcym w T' niezawierajgcym wierzchotka

vg—1, €zyli vo(T) = |D]. Istnienie takiego zbioru jest pewne, gdyz v, sasiaduje jedynie z wierz-
chotkiem v, _, oraz li§émi. Liscie, majac tylko jeden wierzchotek sasiadujgcy, muszg naleze¢ do
kazdego zbioru 2-dominujgcego. Jezeli d(vy—1) > 3, to vi_1 jest 2-dominowany przez same li-

Scie.

W przeciwnym wypadku vy, jest lisciem i nalezy do zbioru 2-dominujgcego, natomiast zbioér

2-dominujacy zawierajacy vi—2, CO zapewnia 2-dominowanie wierzchotka v_1, jest na pewno nie

wiekszy od zbioru zawierajacego vy -

Rozwazmy dwa przypadki:

Przypadek 1. d(v;_1) =2

W tym przypadku vy, jest jedynym liSciem sasiadujacym z v,_;. Niech T bedzie grafem
indukowanym z T niezawierajagcym wierzchotkow {vg_1, 'Uk

Zauwazmy, ze v2(T}) < |D|—1, poniewaz wierzchotek v, musiat zawieraé¢ sie w D, zeby vy,
mogt by¢ 2-dominowany. Liczba 2-dominowania 7; moze by¢ mniejsza od |D| — 1 dlatego,
ze wierzchotek v _o, ktoéry musi by¢ zawarty w D, zeby wierzchotek v _; byt 2-dominowany,
nie musi by¢ koniecznie zawarty w najmniejszym zbiorze 2-dominujgcym grafu 7.

Niech Dominator rozpocznie gre od optymalnego ruchu w grafie 73, a nastepnie:

* jezeli Psuj wykona ruch w grafie T3, to Dominator wykonuje ruch wedtug optymalnej
strategii w grafie Ti;

* jezeli Psuj wykona ruch na jednej z krawedzi {vy_svi—1, vk—10k }, to Dominator wyko-
nuje ruch na drugiej z tych krawedzi.

W ten spos6b w czasie gry zostanie podzielona tylko jedna sposrdd krawedzi T' znajduja-
cych sig poza T;. W grafie T’ znajdzie sig wiec Sciezka {vi_o, s, vk—1, v} lub {vk_2,vk_1,
s, vk }, gdzie s jest wierzchotkiem powstatym w wyniku podziatu krawedzi. Najmniejsza funk-
cja dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego 7] moze wéwczas zostac¢ rozszerzona
w nastepujacy sposob aby objac¢ graf wynikowy 7”:

* przedostatniemu wierzchotkowi $ciezki (v, w przypadku pierwszej Sciezki i s w dru-

giej) jest przypisana wartos¢ 2;

+ drugiemu i ostatniemu wierzchotkowi sciezki jest przypisana wartos¢ 0.
To rozszerzenie moze nie by¢ najmniejsza mozliwg funkcja dominowania rzymskiego dla
grafu T, wiec

Yrgs(T) < Yrgs(T1) + 2.

3Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku
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Z zatozenia indukcyjnego mamy vrgs(71) < 272(T41) — 1, a z wezesniejszej czesci dowodu
wynika 72(T1) < [D| =1 = 72(T1) < 2(T) — 1, stad

rngS (T) < rYRgs (Tl) + 2 < 2'72 (Tl) + 1
< 2(’}/2(T) — 1) +1= 2’}’2(T) — 1.

Przypadek 2. d(vi—1) > 3
Wierzchotek vy, sasiaduje z d(vi_1) — 1 lisEmi, ktére muszg naleze¢ do D. Niech T3 bedzie
grafem indukowanym z T', niezawierajgcym wierzchotka v, oraz sgsiadujgcych z nim Iiécﬂ

Jezeli D jest zbiorem 2-dominujgcym w grafie T', to D bez lisci bedzie réwniez zbiorem 2-
dominujgcym w grafie 77, natomiast, podobnie jak w poprzednim rozwazanym przypadku,
nie musi by¢ najmniejszym zbiorem 2-dominujgcym. Stad i z zatozenia d(vi_1) > 3 mamy

Y2(Th) < [D] = (d(vg-1) — 1) = 72(T) — d(vg-1) + 1.

Niech Dominator rozpocznie gre od optymalnego ruchu w grafie T3, a nastepnie:

* jezeli Psuj wykona ruch w grafie T3, to Dominator wykonuje optimalny ruch w grafie 71;

* jezeli Psuj wykona ruch na jednej z krawedzi sgsiadujacych z wierzchotkiem vy_1, to
Dominator wykonuje ruch na jednej z krawedzi pomiedzy v;,_; a lisSciem. Jezeli to nie-
mozliwe, wykonuje dowolny ruch w T7.

Strategia ta gwarantuje, ze w czasie gry podzielone zostanie co najwyze;j {d(”";;)_l-‘ = {WJ
krawedzi pomiedzy v;_1, a lismi. Podobnie jak w poprzednim przypadku mozliwe jest roz-
szerzenie najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego 77 na graf
wynikowy T”. Wierzchotkowi v;_1 moze zostaé przypisana warto$¢ 2, natomiast lisciom sa-
siadujgcym z podzielonymi krawedziami warto$ci 1. Wtedy suma wartosci tej funkcji domi-
nowania rzymskiego wyniesie yrgs(17) +2+ L%J -1. Najmniejsza funkcja dominowania
rzymskiego dla 77 moze mie¢ co najwyzej takg warto$¢, wiec

7Rgs (T) = ’YR(T/) < ’YRgs(Tl) + 2 + \‘ 9

Korzystajgc z zatozenia indukcyjnego, mamy vrgs(71) < 272(71) — 1. Wezmy tez wczesniej
wyprowadzong wtasnos¢ 12 (1) < 72(T) — d(v—1) + 1. Stad i z powyzszego

Vhgs(T) < Vrgs(T1) +2 + V(”;—l)J
<2%(Th) —1+2+ V(”;—l)J

<2(72(T) — d(vj—1) + 1) + 1 + V(UZI)J

= 2%(T) — 2d(vp_1) + 3 + Ld(vgl)J )

4Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku
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Dodatkowo, poniewaz d(vg—1) > 3, t0 —2d(vg—1) + 3 + {%J < —2, wiec

VRgs(T') < 272(T) — 2d(vp—1) + 3 + V(v’;_l)J < 27(T) — 2 < 27(T) — 1.

Twierdzenie 4.17. [2] W kazdym drzewie T' zachodzi

o) > |52

gdzie n jest liczbg wierzchotkéw w T'.

Dowdd. Jezeli n = 2, to T jest Sciezkg P», WieC yrys(T) = 2
twierdzenia zachodzi.
Jezelin = 3,10 T jest Sciezkg Ps3, wiec graf wynikowy T” jest §ciezkg Py. Yrgs(T) = vr(T") =

V

[232] = 2, czyli wiasno$¢ z

3> [™2] = 3, co oznacza, ze w tym wypadku wtasno$¢ réwniez zachodzi.

W przypadku, gdy graf " ma $rednice mniejszg od lub réwng 2, to T jest gwiazda, wiec,
z twierdzenia |4.1, vy (T) = [™52]. Natomiast jezeli graf 7 ma $rednice réwng 3, to jest on
podwdjna gwiazda, czyli, z twierdzenia [4.15), mamy ygy(T) = [%5] +2 = [2%F2] > [2£2]. W
obu tych przypadkach nieréwno$¢ postawiona w twierdzeniu jest prawdziwa.

Zatézmy wiec dalej, ze n(T) > 4 oraz $rednica T jest wigksza lub rowna 4. Dodatko-
wo, przyjmijmy zatozenie indukcyjne, ze dla kazdego drzewa T, gdzie n(Ts) < n(T'), zachodzi
Tge(T) > [ M2,

Niech P = {v1,vs,...,vx—1, vy} bedzie najdtuzsza sciezkg w T'. Niech {vyi, us, ..., ugu,)—2}
beda lis¢mi sasiadujacymi z ve, a {vg, uj, . .. ,ufj(kal)%} niech beda lisémi sgsiadujacymi z vy .

Rozwazmy przypadek, gdy Srednica T wynosi 4 oraz d(vs) = d(vi—2) = 3. Latwo zauwazyc,

ze w tym przypadku vs = v,_1. Niech Psuj przyjmie nastepujaca strategie:
* jezeli Dominator oznaczy jedng z krawedzi {vqvs, v3v4}, to Psuj dzieli druga z nich;
+ jezeli Dominator oznaczy jedng z pozostatych krawedzi (tgczgacg jeden z lisci z v, lub vy), to

Psuj dzieli inng z tych krawedzi.

Woéwczas zawsze bedzie istnie¢ najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego, ktéra w gra-
fie wynikowym przydzieli warto$¢ 2 wierzchotkom v, i v4, warto$é 1 lisciom sasiadujacym z podzie-
lonymi krawedziami oraz wartos¢ 0 pozostatym wierzchotkom. Poniewaz strategia Psuja zawsze
odpowiada na ruchy Dominatora, zostanie podzielone L”—*QJ sposréd n — 2 krawedzi sgsiadujg-

2
cych z lisémi, wiec

s[5 - P57 2]

2 2 2 2

co konczy dowdd w tym przypadku.
W dalszej czesci dowodu zatézmy, ze $rednica T jest wieksza od 4 lub d(v3) > 3.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym d(vq) jest parzyste. Przypadek ten jest analogicz-
ny do przypadku, gdy d(vx—_1) jest parzyste, poniewaz wystarczy woéwczas odwréci¢ numeracje
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Rys. 4.8. Drzewo T o $rednicy 4, vs = v,_2, gdzie d(vs) = d(vk—2) = 3. Najdtuzsza Sciezka P zostata
oznaczona kolorem czerwonym

o e

A

Rys. 4.9. Drzewo T, w ktérym $rednica jest wieksza od 4. Najdiuzsza $ciezka P zostata oznaczona kolorem
czerwonym. Kwadratem zostata oznaczona cze$¢ drzewa oddalona od v oraz vy, o dystans wigkszy niz 2
krawedzie

wierzchotkéw w Sciezce P. Niech T; bedzie podgrafem indukowanym na wierzchotkach V' (T') \
{va,v1,u1, ...}, czyli niezawierajgcym poddrzewa, sktadajgcego sie z wierzchotka v, oraz sasia-
dujacych z nim lisci. Wtedy Psuj moze przyja¢ strategie:
+ jezeli Dominator wykonat ruch na krawedzi nalezacej do Ti, to Psuj wykonuje ruch wedtug
optymalnej strategii na 71;
* jezeli Dominator wykonat ruch na jednej z pozostatych krawedzi {vqyvs, vavy, vous, ... }, to
Psuj wykonuje ruch na dowolnej innej sposréd tych krawedzi.
Woéwcezas yr(T]) = vrgs(T1), gdzie T} jest grafem wynikowym gry w dominownanie rzym-
skie z podziatem krawedzi na podgrafie 77. W wyniku uzycia powyzszej strategii mozliwe sg dwa
przypadki:

Przypadek 1. Krawedz v,vs3 zostata podzielona.
Witedy sposréd krawedzi pomiedzy wierzchotkiem vy, a sgsiadujgcymi lisémi, zostato po-
dzielone (”2) 2 krawedzi. Najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego dla podgrafu 77
moze zostac rozszerzona tak, aby byta funkcjg dominowania rzymskiego dla grafu wyniko-
wego 7”:
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Rys. 4.10. Drzewo T', w ktdérym d(v-) jest parzyste. Kwadratem zostata oznaczona cze$¢ drzewa oddalona
od v; oraz vy, w grafie poczatkowym o dystans wigkszy niz 2 krawedzie. Kolorem niebieskim zostat
oznaczony podgraf T7, ktérego dolne ograniczenie liczby dominowania rzymskiego jest zatozeniem

indukcyjnym

+ warto$¢ 2 jest przydzielona wierzchotkowi vs;

» wartos¢ 1 jest przydzielona % lisciom sasiadujacym z podzielonymi krawedziami;

» wartos¢ 0 jest przydzielona pozostatym wierzchotkom (w tym wszystkim wierzchotkom
dodanym w wyniku podziatu krawedzi, poniewaz sg dominowane przez wierzchotek

’UQ).

Suma tej funkcji dominowania rzymskiego jest wtedy réwna yrgs(71) + 2 + %. Za-
uwazmy, ze wierzchotek powstaty w wyniku podziatu krawedzi vovs jest dominowany przez
wierzchotek vy i ma przypisang warto$¢ 0, wiec jest to najmniejsza funkcja dominowania
rzymskiego dla grafu 7" niezaleznie od tego, jaka warto$¢ zostata przypisana wierzchotkowi
vs € Ty. Stad

d(v2)

’VR(T/) = ’ngs(Tl) + 2+ B

= ’YRgs (Tl ) +

d(Ug) -2
2

Przypadek 2. Krawedz vyvs nie zostata podzielona.
Wowczas pomiedzy wierzchotkiem vy a sgsiadujacymi z nim liéémi zostato podzielone @
krawedzi. Po rozszerzeniu najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego grafu 77 tak, aby
witaczy¢ do jej dziedziny caly graf T' analogicznie do przypadku 1., ma ona sumaryczng
warto$€ vrgs(1h) + 2 + @. Niezaleznie od warto$ci przypisanej wierzchotkowi vs, naj-
mniejszg wartoscig funkcji dominowania rzymskiego dla wierzchotka v, w 7" bedzie 2, wiec

tak rozszerzona funkcja jest najmniejszg funkcjg dominowania rzymskiego dla T7". Stad

d(v2)

2.
2+

YR(T') = YRgs(Th) +
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Z powyzszych przypadkéw wynika, ze

/ d(
Vrgs(T) = YR(T") = YRgs(T1) + (;)2) + 1.
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy wiec
SIS .
(D) > | 12) : W i (;2) +1
_ [n(T) = d(v2) + 2" L)
2 2
= n(T;Jrﬂ +1> {”(T;”w |

co dowodzi twierdzenia dla przypadku, gdy d(v2) lub d(v;_1) jest parzyste.

Przyjmijmy wiec dalej zatozenie, ze zarédwno d(v2), jak i d(vk—1) sa nieparzyste. Niech T
bedzie podgrafem indukowanym na wierzchotkach V(T) \ {vs, v1,u1,. .., k—1, V%, ul,... }.

Ty

ONORONO () (@)

Rys. 4.11. Drzewo T", w ktdérym d(v2) i d(vik_1) sa nieparzyste. Kwadratem zostat oznaczony podgraf 77,
ktérego dolne ograniczenie liczby gry dominowania rzymskiego jest zatozeniem indukcyjnym

W takiej sytuacji niech Psuj gra wedtug nastepujacej strategii:

« jesli Dominator wykonat ruch na krawedzi nalezacej do 71, to Psuj dzieli inng krawedz w T
wedtug optymalnej strategii;

+ jesli Dominator oznaczyt jedng z krawedzi {vovs, vi—_1, vik—2}, t0 Psuj dzieli druga z nich;

+ jesli Dominator oznaczyt jedna z pozostatych krawedzi (taczacych vs i vi_1 z sasiadujgcymi

z nimi wierzchotkami), to Psuj dzieli inng krawedz z tego zbioru.

Wtedy po zakonczeniu gry dokfadnie jedna z krawedzi {vqvs, vi—1, vr—2} bedzie podzielo-
na. Dodatkowo w krawedzi tgczacych wierzchotki vs i v, z sgsiadujgcymi lisémi
zostanie podzielone. Podobnie do poprzedniego przypadku, réwniez w tej sytuacji mozna rozsze-
rzy¢ najmniejsza funkcje dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego 7} na graf wynikowy 7".
Poszczegolnym wierzchotkom zostang przypisane nastepujace wartosci:

+ wierzchotkom v, oraz vy_; zostanie przypisana wartos¢ 2;
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« lisciom, ktérych krawedzie taczace je z v lub vy _; zostaly podzielone, zostanie przypisana
warto$¢ 1;
 pozostatym wierzchotkom zostanie przypisana warto$é 0.
Rowniez podobnie do poprzedniego przypadku, niezaleznie od wartosci przypisanych wierzchot-
kom v3 i vx_o, ta rozszerzona funkcja jest najmniejsza funkcjg dominowania rzymskiego.
Witedy Yrgs(T) = Yr(T") = Yrgs(Th) + w + 4. Z zatozenia indukcyjnego mamy
wiec

Yrgs(T) > 'n(T12) - 2} L dvs) + dévk_l) -2,
_ (M@= d(v2)2_ d(vk-1) + 2—‘ n d(v2) + d;vk-—l) -2 4
n(T) +2 n(T)+2
- %5 w +4 { : ] ’
co konczy dowdd. ]

Wierzchofek wspierajacy jest wierzchotkiem sasiadujgcym z przynajmniej jednym lisciem.
Wierzchofek wspierajacy koricowy jest wierzchotkiem wspierajgcym, w ktérego sasiedztwie znaj-
duje sie tylko jeden wierzchotek niebedacy lisciem.

Twierdzenie 4.18. [2] Dla drzewa T' o n > 2 wierzchotkach zachodzi
Yrgs(T') < n.

Dowdd. Jezelin € {2,3},to T jest izomorficzne odpowiednio do P lub Ps, wiec z twierdzenia 4.3
zachodzi yrys(T) = n.
Jezeli T ma $rednice réwna 2, to T jest gwiazda i z twierdzenia[4.1]mamy

2
Yrgs(T) = [n; W = [g] +1<ndan>4.

Jezeli T'ma srednice rowng 3, to T jest podwojng gwiazdg i z twierdzenia wynika, ze

n+1

ngs(T)z{ -‘+2<ndlan>5.
Jedyna podwdjng gwiazda, dla ktérej n < 5, jest DS, 1, gdzie n = 4. Jest ona izomorficzna do Py,

wiec z twierdzenia[4.3|yrgs (1) = Yrgs(DS1,1) = 4.

Zatézmy wiec dalej, ze T ma $rednice wiekszg niz 3 oraz n > 4. Poniewaz wiemy, ze
twierdzenie jest spetnione dla n < 3, to przyjmijmy zatozenie indukcyjne, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla kazdego drzewa o mniejszej liczbie wierzchotkow niz rozpatrywane.

Rozwazmy rézne strategie dla Dominatora, gwarantujgce gorna granice liczby gry w domi-
nowanie rzymskie w zaleznosci od liczebnosci wierzchotkéw wspierajgcych kofncowych w T'.

Przyjmijmy najpierw, ze istnieje przynajmniej jeden wierzchotek wspierajacy koncowy z,
gdzie d(z) > 5. Niech T} bedzie podgrafem T niezawierajgcym wierzchotka x oraz wierzchotkéw
{y1,92, -, Ya@)—1}, bedacych lisémi sagsiadujgcymi z z. Dodatkowo niech z bedzie wierzchot-
kiem sgsiadujgcym z z, ktéry nie jest lisciem. Wtedy Dominator moze rozpocza¢ gre od podziatu
krawedzi w T zgodnego z optymalng strategig, a nastepnie gra¢ wedtug nastepujacej strategii:
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+ dopdki Psuj dzieli krawedzie w T3, to Dominator gra w T3, uzywajac optymalnej strategii;
* jezeli Psuj podzieli jedna z pozostatych krawedzi, to Dominator oznacza wolng krawedz w
{-’I;yl, TY2, ... 733yd(z)—1}-

Ti

Rys. 4.12. Drzewo T, w ktdérym przynajmniej jeden wierzchotek wspierajacy koncowy jest stopnia
wiekszego od lub réwnego 5. W wierzchotkach zostaty wpisane warto$ci rozszerzenia najmniejszej funkcji
dominowania w podgrafie 77 na pozostate wierzchotki

Grajac zgodnie z tg strategia, Dominator bedzie w stanie oznaczy¢ przynajmniej V(w J kra-
wedzi z {zy1, xys, . . ., TY4(z)—1 }- MOZNa rozszerzy¢ najmniejszg funkcje dominowania rzymskiego
dla grafu wynikowego 77 gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi na T; tak, aby pokry-
wata caty graf wynikowy 7’ gry na grafie T. Wierzchotkowi = moze zosta¢ przypisana wartosc¢ 2,
natomiast liciom sgsiadujgcym z podzielonymi krawedziami, fgczacymi je oryginalnie z x, mozna
przypisa¢ wartos¢ 1. Wiedy

r(T7) = y(T]) + 2+ V(; J
= YRgs(T) < Vrgs(T1) +2 + V x)J )

Stosujac zatozenie indukcyjne oraz d(z) > 5, mamy wiec

Vrgs(T) < n — d )+2+{d(2x)J
d(xz) > 5
:—d(w)JrV(;) <-5+2=-3
:>—d(x)+2+{d(f”) <

Stad twierdzenie jest spetnione dla kazdego drzewa, ktére ma przynajmniej jeden wierzchotek
wspierajgcy koncowy stopnia 5.
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Dalej rozwazmy przypadek, gdy T wszystkie wierzchotki wspierajace koncowe maja co naj-
wyzej stopien rowny 4 oraz istnieja przynajmniej dwa wierzchotki wspierajgce koncowe z, 2/, ktére
maja stopien réwny 4.

Niech {y1, y2, y3} beda lis¢mi sgsiadujacymi z wierzchotkiem z, a z niech bedzie wierzchot-
kiem sasiadujacym z z, ktéry nie jest lisciem. Analogicznie {y}, y4, y4} niech beda lis¢mi sasiadu-
jacymi z 2/, a 2’ niech bedzie wierzchotkiem, ktéry nie jest lisciem i sgsiaduje z =. Dodatkowo niech
T> bedzie podgrafem T indukowanym na zbiorze wierzchotkow V (T') \ {z, y1,v2, 3, =, y1, Y5, U5 }-

Rozwazmy najpierw szczegolny przypadek, w ktérym = = 2’ oraz n = 9, ktéry spetnia
zatozenie o $rednicy T wiekszej lub réwnej 4. Wtedy T, jest grafem sktadajgcym sie z jedne-
go wierzchotka, wiec nie spetnia zatozenia twierdzenia n > 2, co oznacza, ze nie moze zosta¢
zastosowane wobec niego zatozenie indukcyjne.

W tym przypadku Dominator moze przyja¢ nastepujaca strategie: w pierwszym ruchu ozna-
cza krawedz zz, a w kolejnych ruchach oznacza dowolng dostepna krawedz ze zbioru {zy1, zy2, zys,
'y, x'yh, 'y5 }. W ten sposéb zapewnia, ze podzielone zostang trzy krawedzie z tego zbioru oraz
krawedz zx'.

Woéwczas zostanie podzielona dokiadnie jedna z krawedzi {zz, za’} oraz doktadnie trzy z
krawedzi tgczacych = i ' z lisémi. Najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego dla grafu wy-
nikowego T’ przypisze wierzchotkom {z, 2’} wartos¢ 2, lisciom, ktdrych sgsiadujace krawedzie
zostaty podzielone warto$¢ 1, a pozostatym wierzchotkom warto$é 0. Stad

Yrgs(T) =vr(T')=2-2+3-1=7<n.

ONORONBONOMNE

Rys. 4.13. Drzewo 7", dla przypadku n(T) = 9 i z = 2/, w ktérym nie mozna uzy¢ zatozenia indukcyjnego.
Gra zostata rozegrana zgodnie z podana strategia. Wewnatrz wierzchotkéw zostaty wpisane wartosci
najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego

Wytaczajac powyzszy przypadek, mozemy uzy¢ zatozenia indukcyjnego vgrgs(T>) < n — 8.
Witedy Dominator moze przyja¢ podobng do poprzedniej strategie, rozpoczynajac od opty-
malnego ruchu w T:
* jezeli Psuj podzielit krawedz w T5, to Dominator wykonuje optymalny ruch dla Ts;
* jezeli Psuj podzielit krawedz ze zbioru {zz, zz'}, to Dominator oznacza druga z tych krawe-
dzi;
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* jezeli Psuj podzielit krawedz ze zbioru {zy1, zy2, zys, 2’y 'y5, 'y4 }, to Dominator oznacza

o = O

inng z tych krawedzi.

(2 @

ONOBONONBONG

Rys. 4.14. Drzewo T, w ktérym wszystkie wierzchotki wspierajace koncowe maja stopien nie wiekszy od 4 i
przynajmniej dwa z nich majg stopien réwny 4. W wierzchotkach zostaly wpisane wartosci rozszerzenia
najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego podgrafu T4 na caty graf wynikowy 7’

W ten sposéb Psuj podzieli trzy z szesciu krawedzi taczacych wierzchotki {x, 2’} z lisEmi
oraz jedng z krawedzi {zx, z2'}. Wtedy mozliwe jest rozszerzenie najmniejszej funkcji domino-
wania rzymskiego dla grafu wynikowego T3 tak, aby obejmowata T’. Rozszerzona funkcja domi-
nowania rzymskiego moze przypisa¢ wartos¢ 2 wierzchotkom {z, 2'}, wartos¢ 1 lisciom, ktérych
sasiadujgce krawedzie zostaly podzielone oraz 0 pozostatym wierzchotkom w V(T7) \ V(T3). Tak
rozszerzona funkcja nie musi by¢ najmniejszg funkcjg dominowania rzymskiego na 7”’, poniewaz
wierzchotek z albo 2’ jest dominowany przez odpowiednio x albo x’, wiec jego minimalna mozliwa
warto$¢ funkcji dominowania rzymskiego moze by¢é mniejsza w T’ niz w T4. Stad i z zatozenia
indukcyjnego mamy

Yrgs(T) = YR(T') < YRgs(T2) +2-2+3 -1 =7pes(T2) + 7T<n—8+7 < n.

Ostatnim rozwazanym przypadkiem, wyczerpujacym zatozenia dowodu, jest drzewo T, w
ktorym jest co najwyzej jeden wierzchotek wspierajgcy koncowy o stopniu 4, a wszystkie pozo-
state majg stopien co najwyzej 3. Wezmy wtedy wierzchotek wspierajacy koncowy z, zbiér sa-
siadujgcych z nim liSci {y1, ..., yq)—1}, Sasiadujgcy z nim wierzchotek niebedacy lisciem = oraz
podgraf T indukowany na zbiorze wierzchotkow V(T') \ {z,z,y1, ..., Ya(z)—1}-

Witedy Dominator moze przyjaé strategie, polegajaca na rozpoczeciu od optymalnego ruchu
na podgrafie Ty, a nastepnie:

* jezeli Psuj podzieli krawedz w T3, to Dominator wykonuje optymalny ruch w T7;
* jezeli Psuj podzieli krawedz ze zbioru {zz,zy1,...,2ya)—1}, 1o Dominator oznacza kra-
wedz ze zbioru {zyi, . .., Ty4m)—1}, a jezeli to niemozliwe krawedz zz. Jezeli ten ruch takze

nie jest mozliwy do wykonania, Dominator oznacza dowolng krawedz w 7.

Przypadek 1. d(x) =2
W tym przypadku z, z,y; jest sciezkg Ps; w grafie T. Jezeli Dominator rozgrywa gre wedtug
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powyzszej strategii, to co najwyzej jedna z jej krawedzi zostanie podzielona. Oznacza to,
ze w T’ bedzie znajdowac sie $ciezka P, z, s, x,y; lub z,x, s, y1, gdzie s jest wierzchotkiem
powstatym w wyniku podziatu krawedzi. Wéwczas mozna rozszerzy¢ najmniejszg funkcje
dominowania rzymskiego w podgrafie wynikowym T3 przypisujac trzeciemu wierzchotkowi
tej Sciezki (z w pierwszym przypadku i s w drugim) warto$¢ 2, a pozostatym wierzchotkom
ze zbioru {s, z,y1 } wartos¢ 0. Wtedy zachodzi

Yrgs(T) = YR(T') < YRgs(T1) +2<n—2+2=n,

Przypadek 2. d(z) > 2

Przy grze Dominatora wedtug przedstawionej strategii. Psuj bedzie w stanie podzieli¢ co

najwyzej [%W = {@J krawedzi pomiedzy wierzchotkiem x a lisémi. Najmniejsza funk-

cja dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego 7] moze zostaé rozszerzona tak, aby
pokrywata caty graf wynikowy 7" poprzez przypisanie wartosci 2 wierzchotkowi z, lisciom
niepotgczonym w 7" z  warto$¢ 1, a pozostatym wierzchotkom w V(7”) \ V(77) warto$¢ 0.
Stad i z zatozenia indukcyjnego mamy

d(z)

Yrgs(T) = YR(T") < YRgs(T1) + 2+ {QJ <n—dx)+2+ V(;)J :

Dla d(x) > 2 zachodzi —d(z) + {@J < —2, wiec

Yrgs(T) < n+2—d(x) + V(;)J <n.

© ONONONOBONONONG

Rys. 4.15. Mozliwe przypadki drzewa 1", gdy jest co najwyzej jeden wierzchotek wspierajgcy koncowy
stopnia 4, a wszystkie pozostate wierzchotki maja stopien nie wigkszy od 4. Od lewej: wynik gry dla
d(z) = 2, wynik gry dla d(z) = 3 oraz dwa mozliwe wyniki gry dla d(z) = 4. W wierzchotkach podane
zostaly wartosci przypisane im przez rozszerzenie najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego podgrafu
Ty na graf wynikowy T’
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5. APLIKACJA DO GRY W DOMINOWANIE RZYMSKIE

Jednym z celéw pracy byto stworzenie aplikacji, pozwalajgcej na gre w dominowanie rzym-
skie. W tym rozdziale opisano jej funkcje, technologie uzyte do jej wytworzenia oraz zarys imple-
mentacji. Przedstawione zostaty rowniez automatyczne strategie do gry w dominowanie rzymskie
oraz dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi dla Dominatora i Psuja.

5.1. Funkcje aplikacji

5.1.1.  Tryb graficzny

Podstawowym trybem dziatania aplikacji jest rozgrywka pomiedzy dwoma graczami w try-
bie graficznym. Gracze przyjmuja role Dominatora i Psuja i, wykonujac naprzemiennie ruchy na
krawedziach, starajg sie uzyskaé odpowiednio najmniejszg lub najwiekszg liczbe dominowania
rzymskiego w grafie wynikowym. Mozliwy jest wybo6r trybu gry:

» gra w dominowanie rzymskie — ruchy graczy powodujg zorientowanie krawedzi w jedng ze
stron;

+ gra w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi — ruch Dominatora powoduje oznacze-
nie krawedzi, za$ ruch Psuja powoduje podziat krawedzi przez dodanie wierzchotka.
Aplikacja umozliwia réwniez zastgpienie jednego lub obu graczy strategig automatyczna.

Woweczas ruchy zastgpionego gracza sg wybierane na podstawie opracowanego algorytmu. Opis
dostepnych strategii automatycznych znajduje sie w rozdziale [5.6]

Rozgrywka konczy sie, gdy na kazdej z dostepnych w poczatkowym grafie krawedzi zo-
stat wykonany ruch. Po wykonaniu ostatniego ruchu w grze aplikacja znajduje najmniejsza funk-
cje dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego i wyswietla jej wartosci dla poszczegdélnych
wierzchotkéw oraz sume jej wartosci, bedaca jednoczesnie wynikiem gry. Algorytm wyznaczania
najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego grafu wynikowegjest opisany w rozdziale m

Ze wzgledu na wykladniczg zlozonos$¢ obliczeniowa, dla graféw powyzej pewnej liczby
wierzchotkéw znajdowana najmniejsza funkcja dominowania rzymskiego. Liczba ta jest czescia
konfiguracji aplikacji opisanej w rozdziale |5.5.5

Domyslnie graf poczatkowy jest generowany losowo. Liczba jego wierzchotkéw oraz krawe-
dzi moze by¢ konfigurowana przez parametry podawane przy uruchamianiu aplikacji. Alternatyw-
nie mozliwe jest wczytanie grafu z pliku w formacie GraphML przygotowanego z uzyciem innego
narzedzia.

5.1.2. Tryb tekstowy

Z uzyciem odpowiedniego parametru aplikacja moze zosta¢ uruchomiona w trybie bez gra-
ficznej reprezentacji gry, co moze by¢ przydatne do poréwnywania efektywnosci strategii auto-
matycznych. Po zakonhczeniu gry wysSwietlana jest liczba dominowania rzymskiego grafu wyni-
kowego. Mozliwe jest rowniez rozegranie okreslonej parametrem liczby gier, z ktérych wynikow
na koncu wyciggana jest $rednia. W przypadku losowo generowanego grafu poczatkowego kaz-
da z gier zostanie przeprowadzona na innym grafie, co pozwala na lepsza ocene efektywnosci
strategii.

Tskierowanego w przypadku gry w dominowanie rzymskie oraz nieskierowanego w przypadku gry w dominowanie
rzymskie z podziatem krawedzi
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Ten tryb moze réwniez zosta¢ zastosowany w celu ustalenia liczby gry w dominowanie rzym-
skie lub liczby gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi dla okreslonego, wczytanego z
pliku grafu przy zastosowaniu dla obu graczy optymalnej strategii MinMax.

5.1.3.  Tryb testowy

Alternatywnie aplikacja moze zostaé uruchomiona w trybie testowym, pozwalajacym na
skonfigurowanie testow strategii automatycznych. Mozliwe jest okreslenie wielu parametrow ta-
kiego testu, takich jak:

* liczba wierzchotkéw i krawedzi w grafach testowych,

* strategie automatyczne dla Dominatora wraz z ich parametrami,
» strategie automatyczne dla Psuja wraz z ich parametrami,

« tryb gry (standardowy albo z podziatem krawedzi),

* liczba iteracji testu,

* liczba réwnolegtych proceséw.

Testy przeprowadzane sg na zasadzie kazdy z kazdym, tzn. kazda strategia automatyczna
dla Dominatora rozgrywa partie z kazdg strategig automatyczna dla Psuja. W jednej iteracji testu
kazda z par gra na tym samym grafie poczatkowym. Wszystkie grafy wykorzystywane w trak-
cie testu sg zapisywane to plikéw w formacie GraphML z numerami odpowiadajacymi numeragciji
iteracji, co pozwala na pdzniejsze odtworzenie dowolnej z gier.

Wyniki testu zapisywane sg w pliku CSV. Kazdy wiersz odpowiada jednej rozgrywce i za-
wiera informacje o:

* numerze iteracji,

* nazwie strategii automatycznej dla Dominatora,

* nazwie strategii automatycznej dla Psuja,

+ funkcji dominowania rzymskiego grafu wynikowego,
+ sumie tej funkcji,

* czasie trwania gry.

Konfiguracja testu jest zapisywana w formacie stownikowym jezyka Python razem z wyni-
kami, co pozwala na p6zniejsze tatwe odtworzenie testu w tej samej konfiguraciji. Dodatkowo w
formie tekstowej przedstawiane jest podsumowanie wynikéw testu, zawierajgce $redni wynik gry
dla kazdej z par, kazdej strategii Dominatora oraz kazdej strategii Psuja.

5.2. Interfejs uzytkownika

5.2.1. Tryb graficzny

Tryb graficzny gry jest uruchamiany z uzyciem skryptu rdg.py. Opcje gry sa okreslane
przy uruchamianiu gry jako parametry skryptu. DomysInie uruchamiana jest gra w dominowanie
rzymskie na losowo wygenerowanym grafie o 8 wierzchotkach i 10 krawedziach pomiedzy dwoma
graczami. Wszystkie dostepne parametry zostaty przedstawione w tabeli[5.7]

Po uruchomieniu aplikacji w trybie graficznym uzytkownikowi prezentowane jest okno gry,
wygladajace podobnie do przedstawionego na rysunku Jezeli przynajmniej jeden z graczy
jest kontrolowany przez uzytkownika, moze on wykona¢ ruch poprzez wybranie kolejno dwoéch
potaczonych wierzchotkéw. Pierwszy z wybranych wierzchotkéw jest podswietlany tak, jak zostato
to przedstawione na rysunku[5.7b
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Parametr Opis

-h, --help Wyswietlenie pomocy dotyczacej parametrow

-s Gra z podziatem krawedzi

--headless Uruchomienie trybu tekstowego

-d STRATEGIA Strategia Dominatora

--dominator STRATEGIA

-a STRATEGIA Strategia Psuja

--avoider STRATEGIA

-i LICZBA_ITERACJI Liczba gier do rozegrania

--iterations LICZBA_ITERACJI

-v LICZBA_WIERZCHOLKOW Liczba wierzchotkbw generowanego grafu poczat-
--vertices LICZBA_WIERZCHOLKOW kowego

-e LICZBA_KRAWEDZI Liczba krawedzi generowanego grafu poczgtkowe-
--edges LICZBA_KRAWEDZI go

--graphml PLIK Plik zawierajacy graf poczatkowy

--log {DEBUG, INFO, WARNING, ERROR, Okreslenie poziomu wy$wietlanych komunikatow
CRITICAL}

Tabela 5.1. Parametry skryptu rdg.py pozwalajgce na konfiguracje gry

GAME OVER
Roman domination number = 6

(a) Widok po uruchomieniu gry (b) Widok po ruchu Dominatora (c) Widok po zakoniczeniu gry
Rys. 5.1. Okno aplikacji uruchomionej w trybie graficznym z domy$Inymi parametrami. Na rys. [5.1b|jeden z

wierzchotkéw zostat zaznaczony przez uzytkownika grajacego jako Psuj. Wybranie kolejnego, potaczonego
z nim wierzchotka spowoduje wykonanie ruchu. Rys. przedstawia widok po zakonczeniu gry

W przypadku standardowej gry w dominowanie rzymskie kolejno$¢ wybieranych wierzchot-
kow okresla kierunek orientacji krawedzi. Ruchy Dominatora oznaczane sg kolorem niebieskim,
natomiast ruchy Psuja kolorem .

Po zakonczeniu gry wyswietlony zostaje stosowny komunikat oraz liczba dominowania rzym-
skiego wynikowego grafu skierowanego. Wierzchotki sa oznaczone odpowiadajgcymi im warto-
$ciami najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego (rys.[5.1c).

W przypadku gry z podziatem krawedzi ruchy sag przedstawiane przez kolorowanie krawe-
dzi, bez oznaczania ich orientacji. Wierzchotki dodawane w wyniku ruchéw Psuja sg widoczne
dopiero w momencie zakonczenia gry. Sg one oznaczone kolorem oznaczajacym réwniez ruchy
Psuja w celu odréznienia ich od wierzchotkdw grafu poczatkowego (rys. [5.2b). Wtedy réwniez w
wierzchotkach przedstawione sg wartosci najmniejszej funkcji dominowana rzymskiego w grafie
wynikowym i komunikaty identyczne do tych w podstawowym wariancie gry.

5.2.2. Tryb tekstowy

Tryb tekstowy aplikacji jest réwniez uruchamiany z uzyciem skryptu rdg.py z parametrem
-headless. Wymagane jest réwniez okreslenie strategii automatycznych dla obu graczy, ponie-
waz nie ma w tym trybie mozliwosci wprowadzania ruchéw przez uzytkownika. Rozgrywana jest
wowczas jedna lub wiecej gier (w zaleznos$ci od wartos$ci parametru -1i), a nastepnie wypisywana
jest srednia liczba dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego.
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GAME OVER
Roman domination number =8

(a) Widok w trakcie gry (b) Widok po zakonczeniu gry
Rys. 5.2. Okno aplikacji uruchomionej w trybie graficznym w grze z podziatem krawedzi. Rys.
przedstawia widok po zakohczeniu gry wraz z wierzchotkami dodanymi w wyniku ruchéw Psuja

Przyktadowe wywotanie trybu tekstowego moze wyglada¢ nastepujgco:

./rdg.py --headless -i 2 -d MinMaxOptD -a MinMaxOptA -v 6 -e 8.

Przy takim wywotaniu aplikacja rozegra dwie gry, w ktorych Dominator bedzie grat strategia
MinMaxOptD, a Psuj strategia MinMax0OptA. Graf poczatkowy o 6 wierzchotkach i 8 krawedziach
zostanie wygenerowany losowo. Dla tak wywotanej aplikacji wyj$cie bedzie wygladaé¢ podobnie
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do przedstawionego ponizej.

== Iteration O

MinMax0OptD (D) move 1 -> 3 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMaxOptA (A) move 0 -> 3 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMax0OptD(D) move 1 -> 4 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move 2 -> 3 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMax0OptD (D) move O -> 4 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move 1 -> 5 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMax0OptD(D) move 3 -> 4 (worst possible score=4, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move 2 -> 5 (worst possible score=4, eval depth=-1)
GAME OVER

Roman domination number = 4

Dominator’s moves: [(1, 3), (1, 4), (0, 4), (3, 4)]

Avoider’s moves: [(0, 3), (2, 3), (1, 5), (2, 5)]

== Iteration 1 ==

MinMax0ptD (D) move 3 -> 4 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move O -> 3 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMax0OptD (D) move 1 -> 3 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMaxOptA (A) move 2 -> 1 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMaxOptD(D) move 2 -> 5 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move O -> 2 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMax0OptD (D) move 1 -> 5 (worst possible score=5, eval depth=-1)
MinMaxOptA(A) move 4 -> 1 (worst possible score=5, eval depth=-1)
GAME OVER

Roman domination number = 5

Dominator’s moves: [(3, 4), (1, 3), (2, 5), (1, 5)]
Avoider’s moves: [(0, 3), (2, 1), (0, 2), (4, 1]
Average Roman Domination Number: 4.5
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5.2.3. Tryb testowy

Testy strategii automatycznych sg uruchamiane z uzyciem skryptu benchmark.py. Konfi-
guracja testow jest specyfikowana za pomoca stownika okreslajgcego poszczegdlne parametry.
Przyktadowa konfiguracja zostata przedstawiona ponize;j.

CONFIG = {

"vertices": 8,

"edges": 13,

"iterations": 10,

"num_processes": 7,

"subdivision": True,

"out_file": "test_1",

"pl_strategies": {
"Reference": ("Reference", ()),
"MinMaxOptD": ("MinMaxOptD", ()),
"VW(-1,2,2)": ("VWScoreD", ((-1, 2, 2),)),
Y

"p2_strategies": {
"Reference": ("Reference", ()),
"MinMaxOptA": ("MinMaxOptA", ()),
"VW(0,-1,0)": ("VWScoreA", ((0, -1, 0),)),
i

Znaczenie poszczegOlnych parametrow zostato opisane w tabeli Kazda ze strategii
stanowi wpis w stowniku odpowiadajacym Dominatorowi lub Psujowi. Jego kluczem jest nazwa
strategii uzywana podczas testu, natomiast jego warto$¢ jest parg ztozong z nazwy strategii oraz
argumentéw podawanych przy jej inicjalizacji. W ten sposéb w ramach testu mozna testowac
wielokrotnie te sama strategie z ré6znymi parametrami.

Parametr Opis

"vertices" Liczba wierzchotkow w grafach testowych

"edges" Liczba krawedzi w grafach testowych

"iterations" Liczba iteracji zestawienia ,kazdy z kazdym”

"num_processes" Liczba rownolegtych procesow

"subdivision" Flaga decydujaca, czy rozgrywana jest gra standar-
dowa, czy z podziatem krawedzi

"out_file" Nazwa dla plikow wyjsciowych: pliku z konfiguracjg
oraz wynikowego pliku CSV

"pl_strategies" Stownik strategii Dominatora

"p2_strategies" Stownik strategii Psuja

Tabela 5.2. Parametry konfiguracji testéw strategii automatycznych

Dodatkowo przy uruchamianiu aplikacji istnieje mozliwo$é nadpisania wszystkich parame-
tréw poza listami strategii z poziomu wiersza polecen. Nadpisywanie liczby wierzchotkéw i krawe-
dzi, liczby iteracji oraz rodzaju gry jest mozliwe przez podanie argumentéw identycznych z tymi
dla skryptu rdg. py (tab.[5.1), natomiast liczba proceséw konfigurowana jest z uzyciem paramteru
-p, --parallel LICZBA_PROCESOW, a nazwa pliku wyjsciowego z uzyciem -o NAZWA_PLIKU.

Skrypt benchmark . py umozliwia rowniez uruchomienie z argumentem --dry-run, ktéry po-
woduje wysSwietlenie konfiguraciji testu i liczby gier do rozegrania bez jego uruchamiania. Jest to
przydatne w przypadku, gdy chcemy sprawdzi¢, czy uzyta zostata poprawna konfiguracja oraz
upewnié¢ sie, ze nie ma w niej btedéw przed uruchomieniem testow.
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5.3. Instalacja zaleznosci i uruchomienie aplikacji

Aplikacja wykorzystuje biblioteki spoza biblioteki standardowej Pythona, w zwigzku z czym
przed jej uruchomieniem konieczna jest instalacja zaleznosci. Aby unikng¢ potrzeby ich globalnej
instalacji, do kodu programu zostata zatgczona konfiguracja narzedzia pipenv, pozwalajacego na
tatwe stworzenie wirtualnego srodowiska, zawierajagcego wymagane biblioteki.

Aby zainstalowa¢ narzedzie pipenv, nalezy wykonaé polecenie:

python -m pip install pipenv

Nastepnie w celu utworzenia wirtualnego srodowiska oraz zainstalowania wymaganych bi-
bliotek wystarczy wykonac¢ polecenie

pipenv install

w katalogu zawierajgcym pliki aplikacji.

Po wykonaniu powyzszych krokéw aplikacja jest gotowa do uzycia. Aby uruchomic¢ skrypt
rdg.py lub benchmark.py wewnatrz wirtualnego srodowiska, nalezy poprzedzi¢ jego wywotanie
poleceniem pipenv run.

5.4. Uzyte technologie

Aplikacja jest napisana w jezyku Python w wersji 3 i wykorzystuje funkcjonalno$¢ biblioteki
standardowej dodang w wersji 3.10, wiec przynajmniej ta wersja jest wymagana do jej uruchomie-
nia. Dodatkowo jak wspomniano w rozdziale [5.3] wykorzystywane sg dodatkowe biblioteki spoza
biblioteki standardowej jezyka, ktérych uzycie opisano ponizej.

5.4.1. igraph

igraph jest otwartozrédtowg bibliotekg napisang w jezyku C, ktéra implementuje funkcjo-
nalno$¢ zwigzang z analizg graféw. [9] Jej autorzy tworzg réwniez interfejs, umozliwiajacy tatwe
uzycie jej w programach napisanych w jezyku Python, o nazwie python-igraph.

Aplikacja wykorzystuje klasg igraph.Graph z biblioteki jako podstawe do reprezentacji gra-
fow gry w dominowanie rzymskie z i bez podziatu krawedzi. Umozliwia ona wykonywanie podsta-
wowych dziatan na grafie, takich jak dodawanie i usuwanie wierzchotkéw i krawedzi oraz przypi-
sywanie im atrybutow.

Wykorzystywany jest rowniez dostarczony przez biblioteke igraph algorytm, rozmieszcza-
jacy wierzchotki na ptaszczyznie. Jego wyjscie jest skalowane tak, aby dopasowac wspotrzedne
wierzchotkdéw do rozmiaréw ekranu gry, co pozwala na wy$wietlenie ich na ekranie w potozeniu
zgodnym z wyjéciem algorytmu.

Dodatkowo uzyta zostata metoda pozwalajgca na wczytywanie grafu z pliku w formacie
GraphML, dzigki czemu mozna prowadzi¢ rozgrywke na przygotowanym wczes$niej grafie.

W aplikacji zostata zaimplementowana mozliwo$¢ wizualizacji drzewa gry rozpatrywanego
przez strategie automatyczne, bazujgce na jego przegladaniu. Poza wspomniang wyzej klasg
bazowa grafu wykorzystana zostata funkcja igraph.drawing.plot, ktéra pozwala na zapisanie
drzewa gry w formie obrazu w formacie SVG.

2Na przyktad pipenv run ./rdg.py --headless -i 2 -d MinMaxOptD -a MinMaxOptA -v 6 -e 8.
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5.4.2. pygame

Biblioteka pygame [15] jest tatwym w uzyciu, a jednoczes$nie elastycznym narzedziem do
implementacji interfejséw uzytkownika, m. in. gier. W ramach tej pracy stanowi podstawowy ele-
ment, z uzyciem ktorego stworzony zostat tryb graficzny gry. Jest uzywana do tworzenia okna gry,
rysowania jej stanu w postaci grafu oraz wypisywania komunikatow. Dodatkowo odpowiada za
obstuge zdarzen generowanych przez uzytkownika, wiec umozliwia graczowi wybieranie ruchéw
w trakcie gry oraz zakonczenie jej w dowolnym momencie.

Do rysowania reprezentacji gry wykorzystano eksperymentalny modut pygame . gfxdraw. W
odr6znieniu od standardowego modutu do rysowania ksztattéw pygame . draw udostepnia on funk-
cje rysowania dowolnych wielokatéw z wykorzystaniem anty-aliasingu krawedzi, co znaczgco po-
prawia wyglad narysowanych elementéw.

5.5. Projekt aplikacji

Aplikacja podzielona jest na moduty, odpowiadajgce r6znym aspektom jej dziatania, kté-
re wykorzystujg zewnetrzne zaleznosci do realizacji swoich funkcji. Dwa uruchamialne skrypty,
rdg.py Oraz benchmark. py, uzywajg zaimplementowanych modutéw, umozliwiajgc uzytkownikowi
zagranie w gre w dominowanie rzymskie, standardowa lub z podziatem krawedzi, oraz testowanie
strategii automatycznych grajacych w te gry. Ponizej opisane zostato dziatanie i wspotdziatanie
komponentéw aplikacji. Zaleznosci pomiedzy nimi zostaty réwniez przedstawione w formie gra-
ficznej na rysunku

5.5.1. Modut game

Modut game implementuje mechanike gry w dominowanie rzymskie oraz jej wariant z po-
dziatem krawedzi. Sktada si¢ on z dwéch klas bazowych: GameGraph oraz Game. Dla kazdej z nich
istniejg po dwie klasy pochodne, odpowiadajgce kazdemu z wariantéw gry.

GameGraph i jej implementacje sg odpowiedzialne za reprezentacje grafu gry oraz wykony-
wanie na nim ruchéw. Klasa bazowa dziedziczy po klasie igraph.Graph, ktdra jest reprezentacja
grafu dostarczang przez zewnetrzng biblioteke. Zawiera réwniez metody pomocnicze, pozwala-
jace na uzyskanie wszystkich ruchéw wykonanych przez obu graczy, listy krawedzi, na ktérych
jeszcze nie zostat wykonany zaden ruch, grafu poczatkowego, oraz informacji, czy gra zostata
ukonczona. Dodatkowo klasa bazowa implementuje algorytm wyznaczania najmniejszej funkcji
dominowania rzymskiego dla grafu wynikowego oraz, co z tego bezposrednio wynika, jego liczby
dominowania rzymskiego.

Wspomniany algorytm polega na przeszukaniu wszystkich funkcji V(G') — {0, 1,2} dla gra-
fu wynikowego G’. Dla kazdej z nich sprawdzane jest, czy jej sumaryczna warto$é dla wszystkich
wierzchotkdw jest najmniejszg dotychczas oraz czy jest poprawng funkcjg dominowania rzym-
skiego w grafie G’. Jezeli pierwszy z tych warunkoéw, ktérego sprawdzenie jest szybsze, nie jest
spetniony, to nie jest sprawdzany drugi z nich, co jest drobng optymalizacjg wzgledem bardziej
naiwnego podejscia.

Zmienna reprezentujaca najmniejszg dotychczas sume wartosci funkcji dominowania rzym-
skiego jest inicjalizowana wartoscig |V (G’)|, poniewaz funkcja, przypisujgca wszystkim wierzchot-
kom warto$¢ 1, jest poprawng funkcjg dominowania rzymskiego. Ogranicza to ilos¢ funkcji, dla
ktorych sprawdzana jest poprawnosé. Funkcija jest traktowana jako liczba w systemie trojkowym
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Rys. 5.3. Podziat aplikacji na moduty i klasy. Na pomarafnczowo zostaty oznaczone uruchamialne skrypty,
natomiast na czerwono zewnetrzne zaleznosci wykorzystywane w aplikaciji

przedstawiona jako sekwencja cyfr o dtugosci réwnej |V (G')|. Kolejna funkcja jest znajdowana
przez dodanie wartosci 1 do tej liczby.

Przyjmijmy, ze P(v) w przypadku standardowej gry w dominowanie rzymskie oznacza zbior
poprzednikémﬂwierzcho’fka v, aw przypadku gry w dominowanie rzymskie zbior wierzchotkéw sg-
siadujacych z v. Sprawdzanie poprawnosci funkcji dominowania rzymskiego dla grafu polega na
sprawdzeniu dla kazdego z wierzchotkéw v grafu G’, czy istnieje wierzchotek u € P(v), ktéremu
zostata przypisana wartos¢ f(u) = 2. Jezeli jest chociaz jeden wierzchotek v, dla ktérego ten wa-
runek nie jest spetniony, to oznacza, ze funkcja jest niepoprawna, natomiast spetnienie warunku
przez wszystkie wierzchotki o przypisanej wartosci 0 implikuje poprawno$¢ funkcji dominowania
rzymskiego.

Klasa Game i jej implementacje dla poszczegélnych wariantéw gry udostepniajg metody do
wykorzystania przez skrypty w celu zmiany stanu gry oraz pozyskanie informacji na jego temat.

SWierzchotek u € V(G) jest poprzednikiem wierzchotka v € V(G), gdy w A(G) (zbiorze tukéw grafu G) istnieje tuk
uv.
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Stanowig warstwe posrednig pomiedzy gtéwng petlg gry a klasg pochodng GameGraph, stanowia-
ca reprezentacje stanu gry.

5.5.2. Modut display

Graficzny interfejs uzytkownika zostat zaimplementowany w module display. Jego pod-
stawowym komponentem jest klasa Display odpowiedzialna za tworzenie okna gry i rysowanie
jego zawarto$ci, w tym reprezentaciji grafu gry oraz komunikatéw dla uzytkownika. Na publiczny
interfejs obiektu klasy Display sktadajg sig:

« konstruktor inicjalizujacy biblioteke pygame, tworzacy okno gry oraz generujacy wspotrzedne
dla wierzchotkéw grafu;

» metoda draw, ktéra aktualizuje zawarto$¢ okna gry, w tym

— rysuje krawedzie lub tuki (zaleznie od wariantu gry), odpowiadajace wykonanym do-
tychczas ruchom,

— rysuje krawedzie grafu poczatkowego, na ktérych nie zostat jeszcze wykonany ruch,

— rysuje wierzchotki grafu, wyrdzniajgc zaznaczony przez gracza wierzchofek,

— opcjonalnie wypisuje komunikaty dodane za pomocg metody add_text;

» metoda add_text, ktéra dodaje wiadomos¢ do wypisania w oknie gry przy nastepnej jego
aktualizaciji;

» metoda find_clicked_vertex, przyjmujaca wspotrzedne klikniecia myszg i zwracajgca wierz-
chotek, na ktérym zostato ono wykonane, lub None, jezeli klikniecie nie nastgpito na zadnym
wierzchotku;

* metoda extend_layout, rozszerzajaca liste wspéitrzednych wierzchotkéw o nowe wierzchot-
ki dodane w wyniku podziatu krawedzi w grze w dominowanie rzymskie z podziatem krawe-
dzi. Wierzchotki dodawane sa posrodku podzielonej krawedzi i oznaczone kolorem odpo-
wiadajacym ruchowi Psuja, aby wyr6zni¢ je od wierzchotkéw grafu poczatkowego.
Wszystkie rysowane na ekranie gry obiekty sa stworzone z podstawowych ksztattéw do-

starczanych przez biblioteke pygame oraz wielokgtow. Wspotrzedne wierzchotkdédw sg generowane
z uzyciem metody layout () grafu gry dziedziczonej z klasy bazowej igraph.Graph. Nastepnie
wspotrzedne te sg skalowane do wymiaru okna gry.

Klasa Display jest wykorzystywana jedynie przez skrypt rdg.py, poniewaz tylko z jego
uzyciem mozliwe jest uruchomienie gry w trybie graficznym.

Dodatkowo w module display znajduje sie interfejs GameGraphVisualizer oraz jego imple-
mentacja GameGraphVisualizerImpl. Pozwala ona na stworzenie wizualizacji drzewa przeszu-
kiwania stanéw gry dla strategii, ktére korzystaja z tej techniki (strategie z rodziny MinMax). W
ramach jednego ruchu strategii jest tworzony graf, w ktérym wierzchotki odpowiadajg stanom gry,
a krawedzie ruchom graczy. Graf ten jest reprezentowany jako obiekt klasy igraph.Graph, nato-
miast po zakonczeniu przegladu drzewa stanéw jest zapisywany jako grafika w formacie SVG z
uzyciem metody igraph.drawing.plot.

Z uwagi na potencjalny duzy rozmiar drzewa i, co za tym idzie, ztozong obliczeniowo kon-
wersje do formatu graficznego i duzy rozmiar wynikowego pliku, mozliwe jest wytgczenie wizu-
alizacji poprzez zmiane flagi w module config. Wowczas zamiast petnej implementacji uzywana
jest klasa GameGraphVisualizer zawierajgca puste, niefunkcjonalne metody.
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5.5.3. Modut players

Modut players zawiera klasy implementujgce strategie automatyczne oraz implementacje
~strategii” gracza sterowanego przez uzytkownika. Wszystkie ze strategii dziedziczg po klasie
bazowej Strategy.

class Strategy:
def init__(self):

pass

def __call__(self, graph: GameGraph):
# Zwraca ruch wybrany przez strategie
raise NotImplementedError

return self.__class 0 name__

def repr__(self):

def add_selected_vertex(self, vertex: int):
# Implementowana tylko przez HumanStrategy
pass

Metoda add_selected_vertex jest implementowana tylko przez strategie gracza sterowa-
nego przez uzytkownika HumanStrategy, poniewaz wybiera on wierzchotki pojedynczo i strategia
jest w stanie wykonaé ruch dopiero, gdy zaznaczone zostang dwa wierzchotki.

Warto zauwazy¢, ze w tym module nie ma zadnego mechanizmu powstrzymujgcego stra-
tegie przed zwréceniem nieprawidtowego ruchu. Weryfikacja poprawnosci ruchu lezy po stronie
wywotujacego strategie. Wywotanie strategii moze réwniez zwrécié warto$¢ None, co oznacza
brak ruchu. Jest to istotne w przypadku klasy HumanStrategy, ktdra musi przed wykonaniem ru-
chu zostac poinformowana o wierzchotkach zaznaczonych przez uzytkownika.

5.5.4. Modut utils

utils jest modutem pomocniczym wspotdzielonym przez wszystkie pozostate moduty. Za-
wiera jeden obiekt singleton, odpowiadajacy za logowanie, ktéry, wraz z zaimportowaniem mo-
dutu, inicjalizuje wewnetrzny obiekt klasy logging.Logger, pochodzacy z biblioteki standardowe;j
jezyka Python i pozwalajacy na logowanie komunikatéw na réznych poziomach. Poziom komu-
nikatéw wypisywanych na standardowym wyj$ciu moze zosta¢ okreslony przez parametr --log
skryptow rdg.py oraz benchmark. py.

5.5.5. Modut config

Modut conf ig pozwala na konfiguracje dziatania oraz wygladu programu przez uzytkownika.
Skiada sie z jednej statycznej klasy Config, ktorej pola pozwalajg zmieniaé takie aspekty aplikacji
jak:

* tytut i rozmiar okna gry,

+ rozmiar tekstu komunikatow w oknie gry,

* kolory tta, wierzchotkéw, krawedzi oraz komunikatéw,

+ katalogi wyjsciowe dla testéw oraz wizualizacji drzew standw gry,

+ wigczenie/wytgczenie wizualizacji drzew stanéw gry,

+ maksymalna liczba wierzchotkéw, dla ktérej szukana bedzie najmniejsza funkcja domino-
wania rzymskiego.
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5.5.6. Skrypt rdg.py

Skrypt rdg.py pozwala na uruchomienie pojedynczej gry lub serii gier pomiedzy dwoma
wybranymi strategiami lub graczami. Sktada sie z dwéch funkgji, implementujacych podstawowag
petle gry: play oraz play_headless.

Pierwsza z nich jest wykorzystywana w przypadku uruchomienia gry w trybie graficznym.
Na bazie podanego grafu poczatkowego tworzona jest nowa gra (obiekt klasy dziedziczacej po
game . Game) Oraz obiekt kontrolujacy wyswietlanie interfejsu gry (obiekt klasy display.Display).

W ramach petli gry wykonywane sg nastepujace czynnosci:

1. ustalana jest strategia gracza, ktéry ma wykona¢ ruch;

2. sprawdzane sg zdarzenia takie jak zamkniecie okna lub klikniecie myszg. W przypadku
kliknigcia w oknie gry sprawdzane jest, czy zostat zaznaczony wierzchotfek. Jezeli tak, to
numer wierzchotka jest przekazywany aktualnej strategi;

3. sprawdzane jest, czy gra zostata zakonczona. Jezeli tak, to wyswietlane sg wartosci naj-
mniejszej funkcji dominowania rzymskiego oraz jej suma;

4. w przeciwnym wypadku aktualna strategia jest wywotywana, a zwrdcony ruch jest wykony-
wany;

5. nastepuje aktualizacja wy$wietlanego stanu gry.

Funkcja play_headless jest wykorzystywana w przypadku uruchomienia gry w trybie tek-
stowym oraz do rozgrywania gier w ramach testow uruchamianych przez skrypt benchmark. py.
Jej dziatanie jest analogiczne do funkcji play za wyjatkiem wyswietlania stanu gry i wezytywania
zdarzen. Jezeli uzywana jest ta funkcja, to aplikacja nie wykorzystuje biblioteki pygame.

5.5.7. Skrypt benchmark. py

Tak, jak opisano w rozdziale 5.2.3] skrypt benchmark.py pozwala na uruchomienie skon-
figurowanej uprzednio serii testow. run_benchmark jest funkcja odpowiadajgca za uruchomienie
testow na podstawie konfiguraciji. W tym celu tworzona jest lista graféw, na ktérych beda rozgry-
wane gry w kolejnych iteracjach, oraz lista krotek opisujgcych parametry kazdej z gier, ktéra ma
zostac rozegrana.

Nastepnie z takim opisem gry wywotywana jest funkcja run_instantiate, kt6ra tworzy
instancje odpowiednich strategii automatycznych i wywotuje funkcje play_headless ze skryptu
rdg.py, mierzac jednoczes$nie czas jej wykonania. Po zakonczeniu rozgrywki tworzony jest stow-
nik, opisujacy gre, zawierajacy: numer iteracji, ktéry odpowiada indeksowi grafu poczatkowego w
liscie graféw, nazwy strategii, najmniejsza funkcje dominowania rzymskiego grafu wynikowego, jej
sume oraz czas rozgrywki.

Sposéb wywotania run_instantiate zalezy od liczby réwnolegtych proceséw okreslonej w
konfiguraciji testéw. Jezeli jest ona réwna 1, to gry rozgrywane sg sekwencyjnie, natomiast jesli
jest wieksza, wykorzystywana jest pula proceséw multiprocessing.Pool z biblioteki standardo-
wej, na ktérej wykonywana jest metoda map (run_instantiate, args), gdzie args to lista krotek
z konfiguracjami poszczegolnych gier. To powoduje uruchomienie zadanej liczby proceséw, ktore
rownolegle rozgrywaja gry z listy, co przyspiesza przeprowadzanie testow, jezeli liczba proceséw
nie przekracza liczby rdzeni procesora.

Po rozegraniu wszystkich gier wynikowe stowniki sg zbierane i wyniki zapisywane sg w pliku
CSV, a na standardowym wyj$ciu wy$wietlane jest ich podsumowanie.
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5.6. Strategie automatyczne

W trakcie gry jednego lub obu graczy kontrolowanych przez uzytkownika mogg zastgpic¢
strategie automatyczne zaimplementowane w module players. Mozna podzieli¢ je na trzy kate-
gorie: strategie referencyjne, strategie oparte na punktacji wierzchotkdw oraz strategie MinMax.

5.6.1. Strategie odniesienia

Strategie nalezace do tej kategorii sg bardzo proste i moga stuzy¢ do sprawdzania popraw-
nosci dziatania innych elementéw aplikacji oraz jako baza do oceny efektywnosci innych strategii.
Dodatkowg ich zaletg jest staly czas dziatania, niezalezny od wielko$ci grafu gry.

Pierwsza z nich jest strategia losowa, implementowana przez klase RandomStrategy, kid-
ra wybiera spo$réd krawedzi grafu, na ktérych nie zostat jeszcze wykonany ruch. W tym celu
uzyta jest funkcja random. choice z biblioteki standardowej. Nastepnie z uzyciem funkcji random.
shuffle ustalany jest kierunek ruchu. Ma on znaczenie jedynie w standardowej grze w domino-
wanie rzymskie.

Druga strategia, implementowana w klasie ReferenceStrategy, polega na wybraniu pierw-
szej z listy krawedzi, na ktérych nie wykonano jeszcze ruchu, ktéra zwracana jest przez obiekt
reprezentujacy graf. Jest ona rownie efektywna co strategia losowa, natomiast dziata w sposéb
deterministyczny, co umozliwia odtworzenie konkretnej gry bez koniecznosci zmiany ustawien
generatora liczb losowych.

5.6.2. Strategie oparte na punktacji wierzchotkdw

Strategie z tej rodziny dokonujg oceny aktualnego stanu gry poprzez nadanie kazdemu
z wierzchotkéw grafu pewnej liczby punktow. Warto$¢ ta jest obliczana na podstawie rodzajow
krawedzi sgsiadujgcych z wierzchotkiem. Nastepnie wybierany jest wierzchotek u 0 najwyzszej
punktacji, dla ktérego |E,| > 0, gdzie E, jest zbiorem krawedzi sgsiadujacych z «, na ktérych nie
zostat jeszcze zagrany ruch. Wtedy znajdowana jest taka krawedz wv € E,, w ktdrej wierzchotek
v ma najnizszg punktacje. Woéwczas strategia zwraca ruch .

Sposob obliczania punktacji wierzchotkéw jest zalezny od tego, czy rozgrywana jest stan-
dardowa gra w dominowanie rzymskie, czy gra w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi.
W pierwszym przypadku istnieja trzy typy krawedzi sgsiadujacych z wierzchotkiem: tuk wychodzg-
cy, tuk wchodzacy oraz krawedz nieskierowana (na ktérej nie zostat jeszcze ruch). W przypadku
gry z podziatem krawedzi wyrdznione sg inne trzy typy: krawedz oznaczona, krawedz podzielona
oraz krawedz wolna (na ktérej nie wykonano jeszcze ruchu). W obu wariantach kazdemu typo-
wi krawedzi przypisana jest waga, a punktacja wierzchotka jest sumg wag sasiadujacych z nim
krawedzi.

Powyzszy heurystyczny algorytm ma w zatozeniu wyszukiwaé wierzchotki, bedgce dobrymi
kandydatami na dominowanie swojego sasiedztwa (wierzchotki o wartosci funkcji dominowania
rzymskiego o wartosci 2) w grze w dominowanie rzymskie i orientowa¢ krawedzie w kierunku
sgsiadujgcych wierzchotkdw, bedgcymi najstabszymi kandydatami do dominowania sgsiedztwa.

Parametry strategii opartych na punktacji wierzchotkdéw (wagi typow krawedzi) zostaty do-
brane na podstawie przeszukania przestrzeni parametréw z uzyciem trybu testowego. Poréwnane
ze sobg zostaly wszystkie wariacje parametréw catkowitych w zakresie [—1, 2]. Pominiete zostaty
jedynie strategie, w ktdrych wszystkie z parametréw byly rowne, gdyz takie wagi krawedzi spra-
wiajg, ze tracona jest informacja o wykonanych przez graczy ruchach. Przeszukanie wykonano
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zaréwno dla gry w dominowanie rzymskie, jak i dla gry w dominowanie rzymskie z podziatem
krawedzi.

W poréwnaniu strategii dla standardowej gry w dominowanie rzymskie przeprowadzono 8
iteracji testow na losowych grafach o 12 wierzchotkach i 20 krawedziach. Wyniki najlepszych
strategii przedstawiono w tabeli[5.3

Gracz Strategia Srednia liczba dominowania
(w. tuku wchodzacego, w. tuku wycho- | rzymskiego grafu wynikowe-
dzacego, w. krawedzi nieskierowanej) | go

Dominator Losowa 7,4693

Dominator (-1,2,2) 6,1660

Dominator 8,0410

Psuj Losowa 7,3873

Psuj (-1, 2, 2) 6,3156

Psuj 8,1844

Tabela 5.3. Wyniki strategii opartych na punktacji wierzchotkéw dla standardowej gry w dominowanie rzym-
skie. Przedstawione zostaty strategie z najlepszym wynikiem w roli Dominatora (kolor niebieski) i najlepszym
wynikiem w roli Psuja (kolor ) oraz strategia losowa. Dla wszystkich zostaty podane wyniki podczas
gry w roli Dominatora oraz Psuja

Natomiast przy testowaniu strategii dla gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi
przeprowadzone zostato 5 iteracji testéw, w ktérych gry odbywaly sie na losowych grafach o 8
wierzchotkach oraz 12 krawedziach. Zmniejszenie rozmiaru graféw i liczby iteracji byto zwigzane
z dtuzszym czasem obliczania najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego w tym wariancie gry
ze wzgledu na dodawane w wyniku podziatu krawedzi wierzchotki.

W przeciwienstwie do standardowego wariantu, w grze z podziatem krawedzi podobne ru-
chy sg wartosciowe dla obu graczy. Potwierdzajg to wykonane testy, w ktérych ta sama strategia
(o tych samych parametrach) okazata sie by¢ najlepsza zaréwno dla Dominatora, jak i dla Psuja.
W tabeli przedstawiono jej wyniki w poréwnaniu ze strategig losowa.

Gracz Strategia Srednia liczba dominowania
(w. krawedzi oznaczonej, w. krawedzi | rzymskiego grafu wynikowe-
podzielonej, w. krawedzi wolnej) go

Dominator Losowa 7,6164

Dominator (-1,0,-1) 7,1902

Psuj Losowa 7,6000

Psuj (-1,0,-1) 7,7607

Tabela 5.4. Wyniki strategii opartych na punktacji wierzchotkéw dla gry w dominowanie rzymskie z podziatem
krawedzi. Przedstawiona zostata strategia z najlepszym wynikiem w roli Dominatora i Psuja oraz strategia
losowa. Dla wszystkich zostaty podane wyniki podczas gry w roli Dominatora oraz Psuja

5.6.3. Strategie MinMax

Trzecig kategorig zaimplementowanych strategii sa te, wykorzystujace algorytm MinMax do
znalezienia najlepszego ruchu. W ich implementacji zastosowana zostata technika alpha-beta
pruning, polegajaca na nieprzegladaniu poddrzew stanu gry, o ktérych wiadomo, ze nie zostang
wybrane przez grajacego optymalnie gracza, poniewaz moze zosta¢ wykonany inny, korzystniej-
szy ruch.

Parametrem strategii MinMax jest gtebokos$¢ przeszukiwania drzewa gry. Domysinie zmienia
sie ona wraz z liczbg pozostatych w grze ruchéw w celu zmniejszenia catkowitego czasu obliczen,
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natomiast mozna ustali¢ tez statg gtebokos¢ lub wymusi¢ przeszukanie catego drzewa stanéw gry,
co daje optymalng strategie.

W przypadku, gdy przeszukiwane jest cate drzewo standéw gry, wartosci wierzchotkéw ter-
minalnych (lisci) odpowiadajg liczbom dominowania rzymskiego graféw koncowych. Natomiast
gdy przeszukiwanie konczy sie przed sprawdzeniem wszystkich ruchéw, wartosci wierzchotkéw
obliczane sg z uzyciem nastepujacej heurystyki:

» w przypadku gry w dominowanie rzymskie: liczba dominowania rzymskiego aktualnego gra-
fu gry, przyjmujac, ze nieskierowana krawedz pomiedzy wierzchotkami odpowiada cyklowi
dwum tukom pomiedzy nimi skierowanym w przeciwne strony;

+ w przypadku gry w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi: liczba dominowania rzym-
skiego aktualnego grafu gry.

Mozliwa jest wizualizacja drzewa stanéw gry dla strategii MinMax, jezeli ustawiony jest od-
powiedni parametr w module config. Implementacja wizualizacji zostata opisana w rozdziale
Wynikowa grafika przedstawia poszczegélne rozwazane stany gry wraz z ich wartoscia-
mi i wartosciami parametréw « i 8 algorytmu alpha-beta pruning.
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6. PODSUMOWANIE

6.1. Osiagniecia

W ramach niniejszej pracy opracowano teoretyczne wprowadzenie do tematyki gier w do-
minowanie rzymskie w wariancie standardowym oraz z podziatem krawedzi poprzez analize infor-
macji dostepnych w literaturze, uzupetnionych autorskim opisem i dowodami. Wymagane pojecia
przedstawiane sg od podstaw, natomiast ilustracje i szczegétowo opracowane dowody umozliwia-
ja tatwiejsze zrozumienie tresci, niz ma to miejsce w przypadku zwieztych publikacji naukowych.

Drugim etapem pracy byto stworzenie aplikacji do gry w dominowanie rzymskie oraz gry
w dominowanie rzymskie z podziatem krawedzi. Moze ona by¢ uzywana jako samodzielne na-
rzedzie, ale rowniez jako dodatkowy zaséb, wspomagajacy czytanie opracowania teoretycznego.
Umozliwia analizowanie strategii przedstawianych w dowodach twierdzen, jak i definiowanie no-
wych w ramach badan.

Zostat réwniez zaimplementowany zestaw podstawowych strategii automatycznych dla obu
wariantow gry. Sg one przeznaczone do grania na dowolnym grafie, nie sg zoptymalizowane dla
zadnej konkretnej klasy, w przeciwienstwie do wigkszosci strategii przedstawianych w dowodach.
Dzieki modularnej architekturze aplikacji mozliwe jest rozszerzenie jej o nowe strategie automa-
tyczne. Przygotowany zostat skrypt, pozwalajagcy na sprawdzenie efektywnosci poszczegdélnych
strategii w poréwnaniu z innymi. Zaimplementowane strategie podstawowe moga wiec stuzy¢ jako
baza poréwnawcza dla dodatkowych strategii, opracowywanych przez uzytkownikdw.

Jedna z opracowanych strategii, znajdujgca ruch do wykonania na podstawie wag przypisa-
nych wierzchotkom, jest autorskim rozwigzaniem, niewystepujgcym w literaturze. Przeprowadzo-
no eksperyment, w wyniku ktérego ustalono dla niej efektywne parametry w obu wariantach gier
oraz do gry w roli obu graczy.

6.2. Dalszy rozwdj aplikacji

Aplikacja wytworzona w ramach pracy spetnia postawione jej zatozenia. W aktualnym stanie
moze stuzyé jako narzedzie do lepszego zrozumienia problematyki gier w dominowanie rzymskie
oraz badanie efektywnosci strategii.

W ramach dalszego rozwoju aplikacji mozna dodatkowo poszerzy¢ jej uzyteczno$¢ w tym
zakresie poprzez umozliwienie wygenerowania okreslonych klas graféw, dzieki czemu uzytkownik
nie musiatby uzywac¢ w tym celu osobnego narzedzia. Uzywana biblioteka pygraph implementuje
generowanie niektérych prostych klas, wiec jest to narzedzie, ktére mogtoby zosta¢ stosunkowo
tatwo wykorzystane.

Kolejnym obiecujgcym kierunkiem rozwoju aplikacji jest dodanie nowych strategii automa-
tycznych. Uzyte rozwigzania projektowe pozwalajg na ich nieskomplikowane rozwijanie. Moze to
by¢ szczegélnie przydatne w badaniach nad grafami o konkretnych wtasnosciach, gdzie strategie
automatyczne moga wykorzystywac ich charakterystyczne cechy.

Inng mozliwoscig jest uczynienie aplikacji bardziej przyjazng dla uzytkownika poprzez do-
danie graficznego interfejsu, pozwalajagcego na ustawienie parametréw gry. Mogtoby to poszerzy¢
grono odbiorcéw aplikacji o osoby niepostugujace sie komfortowo interfejsem tekstowym.
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Istnieje réwniez z pewnoscig wiele sposobéw optymalizacji uzytych algorytméw, na przy-
ktad w zakresie wyliczania najmniejszej funkcji dominowania rzymskiego, czy realizacji algorytmu
MinMax w strategiach automatycznych. Jednym z mozliwych rozwigzan bytoby zaimplementowa-
nie sekcji o wysokiej ztozonosci obliczeniowej w osobnych kompilowanych modutach, napisanych
w jezyku C. Takie rozwigzanie pozwala na lepszg kontrole nad uzywanymi strukturami danych i
umozliwia potencjalne przyspieszenie wykonania tych czesci programu. W wersji aplikacji stwo-
rzonej w ramach pracy przejrzystos¢ i tatwos¢ analizy kodu Zrodtowego stanowita wyzszy priorytet
niz szybkos¢ dziatania.

6.3. Whnioski

Obszar teorii grafow, stanowigcy temat tej pracy, wydaje sie mie¢ duzy, niezrealizowany
jeszcze w petni potencjat praktycznego zastosowania w rzeczywistych problemach optymalizacyj-
nych. W zwigzku z tym uzasadnione jest prowadzenie dalszych badan teoretycznych, ale réwnie
istotne jest zapewnienie tatwego dostepu dla srodowiska pozaakademickiego do zdobytej wiedzy.

Prezentowana praca stanowi wktad w upowszechnieniu tematyki z zakresu gier w domino-
wanie rzymskie zaréwno w $rodowisku teoretykdw z innych dziedzin, jak i praktykéw nieposiada-
jacych obszernej wiedzy na temat teorii grafow.

Jako uzupetnienie powyzszego celu zostato wytworzone narzedzie, ktére pozwala na wizu-
alizacje omawianych koncepcji. Dzieki temu réwniez moze utatwi¢ zrozumienie tematyki, ktéra w
komunikacji naukowej czesto jest przedstawiana w abstrakcyjny sposéb, i ktérej adresatami sg
tylko inni badacze.
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